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VORWORT. 


Die Veröffentlichung der » Anwendung der Quaternionen auf 
die Geometrie”, welche ich beim Erscheinen der Theorie inner- 
halb kurzer Zeit in Aussicht stellte, ist leider durch mehrere 
wissenschaftlichen und anderen Beschäftigungen verzögert wor- 
den. Ich hatte mir zunächst die Aufgabe gestellt, die Frucht- 
barkeit jener Methode nach dem Vorgange des genialen Erfinders 
durch Anwendung auf verschiedene Gebiete der Geometrie nach- 
zuweisen und bei der Bearbeitung erschien es mir am zweck- 
mässigsten, wenn die Darstellung durchaus systematisch gehalten 
wurde. Es könnte vielleicht scheinen, dass mancherlei in den 
beiden ersten Abschnitten der Einfachheit wegen hätte unter- 
drückt werden können, doch wird sich bei einer eingehenderen 
Prüfung herausstellen, dass dadurch die Darstellung der fol- 
genden Abschnitte nur gelitten hätte. 

Bei der Wahl des Stoffes habe ich stets das Ziel vor Augen 
gehabt zu zeigen, dass auch die schwierigeren Probleme der 
Behandlung mittelst Quaternionen keine Hindernisse bieten , 
wenigstens in so weit, als überhaupt deren Lösung bei dem 
jetzigen Stande der Wissenschaft möglich ist. Dazu war not- 
wendig, die Mehrzahl der Gegenstände eingehender zu erörtern, 
als gewöhnlich in den Werken, welche demselben Ziel nachstreben, 
geschieht, ohne jedoch in eine Erschöpfung zu verfallen. Auch 
musste ich mir schon um nicht zu weitläufig zu werden, ge- 


wisse Schranken setzen. In wie weit es mir gelungen ist, der 
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Lösung dieser Aufgabe gerecht zu werden, wird sich nur mit 
der Zeit herausstellen können. 

Die merkwürdige Eleganz der Methode tritt nur bei der Her- 
leitung metrischer Relationen zu Tage. Natürlich finden auch 
die projektivischen Verhältnisse im Quaternionenkalkül ebenso 
gut ihren Platz wie in der gewöhnlichen Rechnungsmethode, 
doch können hierbei die gebräuchlichen Hanıtron’schen Symbole 
keine Anwendung finden. 

In Bezug auf den Inhalt dieses Bandes erlaube ich mir noch 
Folgendes mitzuteilen. Bei weitem die Mehrzahl der in Betracht 
gezogenen Gegenstände wird man auch, und zwar ausführlicher, 
in Hamıtron’s » Elemente” erörtert finden. Es ist mir jedoch ge- 
lungen durch Einführung zwei neuer Symbole d,, D, die Theorie 
der Polaren beliebiger Ordnung eines Punktes in Bezug auf eine 
'willkürliche Fläche der Behandlung mittelst Quaternionen zu- 
gängig zu machen, obgleich die Darstellung bei der JoacHıms- 
THAL’schen an Einfachheit allerdings zurückbleibt. Doch erscheint 
manche diesbezügliche Aufgabe auch hier in einer sehr einfachen 
Form, wie z.B. die Aufstellung der Gleichung der Hzsse’schen 
Fläche. 

Im sechsten Abschnitte habe ich die Theorie der geradlinigen 
Strahlensysteme entwickelt und ich meine behaupten zu können, 
dass wol auf keinem Gebiete die Eleganz der Methode mehr 
hervortritt, als auf diesem, wie ein Vergleich mit der Kun- 
"merR’schen Darstellung desselben Gegenstandes (ORELLE’s Journal, 
Bd. 57) unzweifelhaft dartun wird. 

Zuletzt sei erwähnt, dass ich mich bemüht habe, die Inte- 
gration der linearen partiellen Differentialgleichung, soweit es 
innerhalb der gestellten Schranken möglich war, durchzuführen. 
Auf dieses Gebiet war, soviel mir bekannt, bis jetzt noch kaum 
der erste Schritt gesetzt. Denn die Notiz, welche Prof. Taır in 
den Jahrgängen 1869 —1870 der »Proceedings of the Royal 
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Society of Edinburgh’ über diesen Gegenstand veröffentlicht 
hat, enthält nur den Keim einer Integrationsmethode für die 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung. In der Tat kann 
das daselbst erörterte Verfahren nur in einem ganz seltenen 
Falle Anwendung finden, sogar nicht bei einem der von Prof. 
TAıt gewählten Beispiele. Es scheint diesem Autor nämlich ent- 
gangen zu sein, dass die Differentialgleichung der Kegelflächen 
überhaupt nicht mittelst eines Skalarfaktors integrabel gemacht 
werden kann. Im vorliegenden Werke wird man zwei Methoden 
finden um Integrale der linearen partiellen Differentialgleichung 
erster und zweiter Ordnung zu erhalten. 

Auch eine bekannte merkwürdige Transformation, welcher 
man in der gewöhnlichen Analyse bei partiellen Differential- 
gleichungen begegnet, wird in der Quaternionenrechnung zu- 
rückgefunden und erhält hier eine äusserst einfache Form, wie 
aus dem Artikel 107 einleuchten kann. 

Hier könnte ich nun mein Buch seinem Wege überlassen , 
hätte ich nicht noch einige Bemerkungen, den ersten Teil mei- 
ner Arbeit, die Theorie der Quaternionen, betreffend, hinzu- 
zufügen. Allerdings bin ich von der Unvollkommenheit,, welche 
unzweifelhaft derselben anhaftet, überzeugt und ich erwähne 
hier dankbar, dass Prof. Ranusen die Güte hatte mich darauf 
hinzuweisen, dass im Art. 73 durch ein Versehen ein Satz, 
die Proportionen betreffend, fehlerhaft ausgesprochen ist; ein 
Umstand, welcher im Übrigen keinen Rinfluss ausgeübt hat, 
weil jener Satz überhaupt nur Anwendung findet bei rechten 
Quaternionen, wo derselbe auch in der von mir mitgeteilten 
Gestalt gültig ist. Die Berichtigung wird man am Schlusse die- 
ses Bandes finden; auch wird dieselbe von jetzt an dem theo- 
retischen Teile hinzugefügt. 

Doch ist meiner » Theorie” eine Kritik seitens der Zeitschrift 
» Philosophical Magazine’’ (Novemberheft 1891) zu Teil geworden, 
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welche ich nicht ohne Weiteres vorübergehen möchte. Zwar ist 
dieselbe in solchen Worten abgefasst, dass wohl kaum Jemand 
na den wissenschaftlichen Ernst des Referenten glauben wird, doch 
will ich dasjenige herauswählen, was wenigstens einigermassen 
den Schein annimmt, ein Einwand wider meine Arbeit zu sein. 
Zu solchem kann ich die Bemerkungen über die Weitläufigkeit 
meiner Darstellung nicht zählen, zumal meine Meinung ist, dass 
bei einer Lehre, welche in so mancher Hinsicht von den üblichen 
Anschauungen abweicht, jede Frage einer sorgfältigen Prüfung 
unterzogen werden muss, wenn das Vertrauen des Studirenden 
auf die Richtigkeit der neuen Principien aufrecht bleiben soll. 
Übrigens wird dieser Punkt wol am besten mit der Zeit sei- 
tens des mathematischen Publikums ihre Erledigung finden. 

Ebensowenig kann ich die Abwesenheit des Operators V zu 
jenen Einwänden rechnen; im theoretischen Teile der Hanıı- 
rox’schen »Elemente” findet man diesen Operator kaum erwähnt 
und Prof. Tarr widmet demselben in seinem bekannten Buche, 
dessen hundert erste Seiten die Theorie enthalten, eine einzige 
Zeile. Im vorliegende Bande habe ich jenes Symbol an passender 
Stelle eingeführt, doch will ich schon jetzt bemerken, dass 
meines Erachtens, wie ich bald zeigen werde, der Wert dessel- 
ben für die Anwendung auf die Physik sehr überschätzt wird. 

Den meisten Anstoss jedoch scheint mein Bestreben gegeben 
zu haben, eine geometrische Deutung für ‘die Wirkung des 
Symbols Y-1 zu finden. Ich wäre dadurch sogar in Wider- 
spruch mit den von mir. selbst mitgeteilten Definitionen ge- 
raten, doch wird wohl Niemand einer solchen Stelle begegnet 
sein, es sei denn der Referent, welcher einen derartigen 
Widerspruch in den von ihm in Cursivschrift abgedruckten 
Worten, dass ich einen imaginären Skalarfaktor als einen un- 
bestimmten rechtwinkligen Quaternion betrachte, zu erblicken 
scheint. Ein derartiges Verfahren, die Skalargrössen als gewisse 
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besondere Fälle der Quaternionen zu deuten, scheint ihm ganz 
unbekannt zu sein. Doch kann bemerkt werden, dass dieselbe 
Betrachtungsweise schon von HamıLton auf die negativen Ska- 
largrössen angewandt ist und sicherlich die einzig wahre Auf- 
fassung sein muss, 

‚Wo übrigens der Referent behauptet, ich erteile dem Sym- 
bole v1 das »glückliche aber bisher unerwartete’’ Vermögen , 
seine Achse senkrecht zu jedem beliebigen Vektor zu richten, 
— ein Vermögen, welches jedoch jeder positiven oder negativen 
Skalargrösse zukommen würde — zeigt er nur einen zu sehr 
oberflächlichen Blick in mein Buch geworfen zu haben, weil 
dieser Punkt im Artikel 107 specielle Erledigung gefunden hat, 
wo gerade das Gegenteil behauptet wird. 

Die vollkommene Übereinstimmung der Resultate, welche durch. 
meine Betrachtungen bezüglich der Biquaternionen erhalten wor- 
den sind mit denen, zu welchen Herr LAGUVERRE schon vor län- 
gerer Zeit in der analytischen Geometrie geführt wurde — deren 
Zusammenhang ich in einer Abhandlung in »Nouvelles Annales 
de Mathematiques, 1891” nachgewiesen habe — ist wol der 
beste Beweis für die Zulässigkeit meiner Ansichten. 

In den letzten Zeilen jener Kritik stellt sich aber erst deut- 
lich heraus, dass mein eigentliches Verbrechen der Versuch ist, 
eine Lücke in den bewunderungswürdigen Arbeiten HamILTon’s 
auszufüllen. Wie gross auch die Verehrung sein mag, welche 
man der schöpferischen Kraft dieses englischen Mathematikers 
zuträgt, bei der Weise, worauf der Begriff der Biquaternionen 
in seine Werke eingeführt wird, kann man doch schwerlich 
Befriedigung finden. Der in jener Kritik aus Hamıtron’s Wer- 
‘ken citirte Satz, die imaginäre Skalargrösse betreffend, sagt 
eben nichts aus, wie einem jeden Unbefangenen unmittelbar 


klar sein wird. 


Haag, im Februar 1893. P. MOLENBROEK. 
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'DEUTUNG EINIGER FORMELN 


VERMISCHTE AUFGABEN AUS DER TRIGONOMETRIE 
UND DER GEOMETRIE. 


1. Bevor wir systematisch die Anwendung der Quaternionen 
auf die Aufgaben der analytischen Geometrie auseinander- 
setzen, wollen wir in diesem Abschnitte einige schon in der 
Theorie gewonnenen Resultate näher betrachten und mehrere 
vermischten Aufgaben lösen. 

Wegen der Deutung, welche wir den Vektoren und den 
Quaternionen beigelegt haben, lässt, jede Formel sich geome- 
trisch oder mechanisch deuten. Diesem Gegenstande mögen 
einige der nachfolgenden Artikel gewidmet werden. 

2. 1°. Die Gleichung (db. 109) oder 

St 2.0.) 80-00 Ne (A. 1) 
kann mit einem sphärischen Dreieck in Verbindung gesetzt 
werden. Es seien zu diesem Zwecke &, ß, y drei willkür- 
liche Einheitsvektoren, welche auf der Einheitskugel O die 
Ecken eines sphärischen Dreiecks ABC bestimmen. Setzen wir 
nun 





ce oe Ka 
q RER RN: 
so Ist 
BEER OM 
ed —in 
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wenn M die Mitte der Geraden BC ist. Somit wird 
S(g+g)=2T.OM cos ZMOA nach (b. 99) 


— 2008 5. cos AD, 


wenn D die Mitte ıst des grössten Kreises BÜ und die Seiten . 
des sphärischer Dreiecks mit a, 5, ce bezeichnet werden. Unsre 
“Formel (A, 1) wird. demnach 
2) 008 5 cosAD=cosb-.cose, 
eine bekannte Formel der sphärischen Trigonometrie. 
2°. In derselben Weise kann die erste der Gleichungen 
(d. 149) gedeutet werden 


5.00, BQSQEL SV Vogel, 
Es sei zu diesem Zwecke mit der obigen Figur gesetzt 
DEBEERREOD OC 


Gaplenre somit Mzyi 
Nun ist jedoch nach (b. 126) 
Vg=Tgsin Zg.UVg=sina.UVg, 
und nach (d. 99) wird nun (A. 2) die Gestalt annehmen 
cosb—= cosacosc+ sinasincS.UVg UVg. 

Weil UVg als das zur Ebene des Quotienten g errichtete Lot 

betrachtet werden kann, so ist nach (c. 24) und Art. 28 der Theorie 
S.UVg UVg =cosB 
daher 
cosb=.c0sac0osc-H-sinasinccooB...... (A. 3) 

die Grundformel der sphärischen Dreiecke. 

3°. Nach (c. 52) ist 

S.Vaß Vyd = SadSßy — SaySßd...... (A. 4) 

Man hat es nun mit einem sphärischen Viereck ABÜD zu 

tun. Setzt man wieder 
S.VaßVyö = TVaßTVy3 S.UVaßUVy3 
— sinABsinCDecosE , 
wenn E der Schnittpunkt der Bogen AB, CD ist, so geht 
(A.4) über in die nachstehende Gleichung 
sinABsinÜÖDeosE — cosADcosBC — cosACcosBD , 

eine Formel, welche leicht mittelst sphärischer Dreiecke be- 
wiesen wird. 
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Ein specieller Fall der vorhergehenden Formel ist 
S.VaßV By = B?Say — SaBßSBßy » . :.: (A. 5) 
— — Say — SaßSßy. 
Man ersieht unmittelbar, dass diese Formel auf die Relation 
(A.3) hinauskommt. 
4°. Aus der Gleichung (c. 43) oder 
V.VaBVy3—882By —ySaßl ...... (A. 6) 
können ebenfalls mehrere anderen hergeleitet werden. Nehmen 
wir aber speciell an, 8 sei gleich £, so wird 
V.VaßVßy = — BSzßy, 
daher, wenn mit 7’ operirt wird, bei den obigen Voraussetzun- 
gen über x, ß, Y 
TVaBTV8y TV.UVaBUVRBy = + Saßy, 
wo das Zeichen stets so zu wählen ıst, dass die zweite Seite 
der Gleichung positiv ist. Oder trigoenometrisch 
sin c sina sinB = + 8.xV/ßy = + TVßyYS.z UVPRy 
—=sinacosPA, 
wenn P der Pol der Seite BÜ des Dreiecks ABC ist. Ist AD das 
Lot aus A auf die Seite BÜ gefällt, so wird hieraus erhalten 
sinc sinB = sinAD. 

5°. Man ersieht unmittelbar die Richtigkeit der Gleichungen 
SBy + Sa + SB — 1— Sy + 2) (+8) =S(c+B) (+ Y)— 

u AN IRA (A.7) 
falls 2= == —I1. 

Ist nun ABC wieder das durch <, 8, y bestimmte Dreieck 
und sind A’, B‘, C’ die Mitten der Seiten BC, CA, AB, so ist 
Sy ta) +) Tly +2) T(@+B)8.0%-+e)U(e+P) (A. 8) 

— — 4.cos >. cos 5 cosBÜ. 

Daher kann auch statt (A. 7) geschrieben werden 

c 


DE EG AR 
1-+-cosa + cosb + c0sc—= 4.008 5008 5008 BÜ — 40085 
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a 
c08 5 008 CA’, 


a b a 
— 4c0s 5 cos 5 cosA’B 
oder 


IC, IR DR IDE 04: Bib, 2 
cosB’C : cosC’A’ : cosA’B — (0851008 510085. 
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3. In dem vorhergehenden Artikel haben wir einige For- 
meln der sphärischen Dreiecke aus speciellen Gleichungen er- 
halten. Es lässt sich jedoch zeigen, wie HamıLton schon dargetan 
hat, dass es eine einzige Quaterniongleichung gibt, welche die 
gesamte sphärische Trigonometrie umfasst. 

Dieselbe zu erhalten sei in 
der Figur 1 auf der Einheitskugel 
ein sphärisches Dreieck ABC und 
dessen Polardreieck A’B’C’ ge- 
zeichnet. Lassen wir nun den 
Vektor OB’ durch eine Drehung 
um die zu ihm senkrechte Achse 
OA die neue Lage OC’ erhalten, 
nachher OC’ durch eine Drehung 
um OB in die Lage OA’ geraten, 
und führen wir endlich OA’ durch 
eine Drehung um OB nach OC’ zurück. Nun ist jedoch im 
Artikel 85 der Theorie gezeigt, dass ein willkürlicher Quater- 
nion g stets auf die Form «’ gebracht werden kann, falls nur 





Aug a, Lg=t5, Tg = Ta‘ oder Ta— Tg‘. 


Setzen wir daher 


00 
272082 
so ıst 
Arg—=0A=a, Zy=r—A, TII= im 
somit 2 
2 
und 
eh ee Pe 
= 2 a nach. (0,197) (AD) 
In derselben Weise wird 
2B 2C 
SEEN. OB ERERGE 
Ozay OA ee 


_ und durch Multiplikation mit (A. 9) 





2C 2B 2A 
 _ ESAUB RN I ß ze“ 
TOR OeNB 
oder indem man die erhaltene Gleichung mit 
a ee 
a 8” y” 
multiplieirt 
Er re 
ER ER De (A. 10) 


In dieser Gleichung ist augenscheinlich die im Art. 54 der 

Theorie bewiesene Forınel 

| ijk=—1 

als besonderer Fall enthalten; man hat nur vorauszusetzen , 
dass die Winkel A, B, © recht sind. Übrigens kann noch be- 
merkt werden, dass die Anordnung der Vektoren x, 8, y in 
der Formel (A. 10) durch die relative Lage der Punkte A,B,C 
auf der Kugel bestimmt wird. In der Figur sind diese Punkte 
so gewählt, dass bei den Vektoren OA, OB, OC die Bemer- 
kung zutrifft, welche in Bezug auf OI, 0J, OK im Art. 54 
der Theorie gemacht ist. 

4. Allgemein wenn z, ß, 9, 8...ı die Punkte A,B,C, 
D...L auf der Einheitskugel darstellen, derart dass ABCD...L 
ein concaves Vieleck bildet und UVaß, UVßYy,... die Pole 
der Seiten AB, BC,... sind, so kann man schreiben 





2C 2A 
ee ar Se EBD am 
UVaß WO RE HATTE 
und die Multiplikation dieser Gleichungen ergibt 


E a 
Er 
wenn n die Seitenzahl des Vielecks ist, und nach der obigen 
Transformation kann nun auch geschrieben werden 
le Fe = | 
RE NE a NEE (A. 11) 
Es wird klar sein, dass eine cyclische Umtauschung der 
Faktoren der ersten Seite dieser Gleichung gestattet ist. 
5. Es bleibt uns noch übrig zu zeigen, dass die Formel 
(A. 10) in der Tat die bekannten Formeln des sphärischen 
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Dreiecks enthält. Dabei sei erinnert, dass nach (c. 24) 


Sßy = — cosa, ya — cosb, Saß—=— cosc . (A. 12) 
während nach (c. 9) 
2A E\ 2A 2A 


Sa’—=Sa "—=coA, Va’——Va "—=aeinA . (A.18) 
Aus (A.10) lässt sich schliessen 


zB 2C 2A 


Wenn man nun an diese Gleichung mit S operirt und (b. 149) 
(A.12) (A. 13) beachtet, so wird erhalten 
cos A= — cosBcosC + sinBsinC cos a. 
Hätte man jedoch an dieselbe Gleichung mit V operirt, so 
wäre entstanden 
Vßy sin BsinC = asinA — BsinBeosC—ycosBsin(. 
Nun ist jedoch auch nach (ec. 45) 
VßySaßy = — aNVRy +BS.VyaVßy +YS.VaßVPy, 
und die Vergleichung mit der vorhergehenden Gleichung ergibt 
Bey EN VERS VYEV BIT V AO 5 
— sinBsnC sinA sinBeosC  cosBsinC 
und in Verbindung mit (c. 52), (A. 12) 


sin?a coSse — cosa cosb cosdb — cos a COSC 


sind sinBosC cosBsinC 
Hätte man in derselben Weise mit dem Symbol V an die 
ebenfalls aus (A. 10) folgende Gleichung 























er 20 
operirt, so hätte man erhalten 
sine _ cosb — cosacose _cosa — cosb cosc 
sine sin AcosB eos AsinB 
und schliesslich noch in analoger Weise 
sin?b _ c0sa— cosbcose osC— cosa cosb 
snB sinCcosÄ = cosCsnA 


Die Verbindung dieser drei Gleichungssysteme führt uns so- 
dann zu den Relationen 


cosa — cosb cos c sin Bsin?e sin Ösin?b 


— 


cos A EB 


daher auch 
| sinB sinb 
sinC sine 

und sodann 
cosa — cosb.cosc 


aA — sinb sın c. 
6. Wir können auch mittelst 
Quaternionen einen sehr einfa- F6 2 C 





chen Ausdruck für den sphöä- 
rischen Excess der Winkel 
eines Dreiecks bilden. Wenn 
nämlich in der Figur 2 wieder 
ABC das sphärische Dreieck dar- 
stellt und die Seiten BA, CA ver- 
längert werden bis dieselben den 
grössten Kreis BC wieder in B', 
C’ schneiden, so ist der sphae- 
rische Excess des Dreiecks ABC 
E=#r — (ZABUC + ZACB — ZCAB)). 

Es sei nun M der Mittelpunkt des um das Dreieck ABC 

beschriebenen Kreises, so wird ersichtlich, dass 
DZ 2 E2EMUD., 0... (A. 14) 

Es bleibt somit noch Z MC’B’ mittelst Quaternionen zu be- 
rechnen. | 

Weil die Punkte A, B', ©’ durch az, — ß, —y dargestellt 
werden, so wird der Punkt M, dessen Vektor # sei, bestimmt 
durch die Gleichungen 

Sap = — SBa = — Sy, 
deren Auflösung ergibt 
= UV(a+ty)(a+B). 

Nun ist jedoch Z MC’B dem Winkel gleich zwischen den 
Ebenen OCM, OC’B',, oder zwischen den zu diesen Ebenen 
gezogenen Senkrechten: Vyz und VßYy; es ist daher 

ZMOB—=Z — L(VraVyß) 
und in Verbindung mit (A. 14) | 
Pr 87 (VrekyBieeenn. (A. 15) 


Nun ist weiter 
TV(a+Pß)(e+r)S8.V/ru Vyß=S.BVlyat+aß — Pr)+ 
+ SBrS.r VYYa+ap — By) 
—= (1-+ $ßy)SaPy, 
TV(2-+ß) a V.VyuVyßB=yS.ßyV(a+B)(2+Y) 
— +(1--88r)(SPY+SY a +Sap—1) 
daher 
TV(a+Pß)(e+r).VrauVyrß=(1+ SPr) [Saßy + 
+rS(ßr -y2 + aß — 1)]. 
Weil aber TV(@-+PB)(&-+-r) und 1-+ 88x positive Skalare 
sind, so wird auch 
A Vru.Vyß)=L£[SBy +YS(er ty&+aß—1)]. . (A. 16) 
Nun ergibt sich jedoch bei Ausführung der Multiplikation 
+) FBIERETNI)I=lSTF)E Te) HL) BY) 
— 28287 +27(Sßy+Sy@+S2ß—1) (A.17) 
somit in Verbindung mit (A. 16) 
L(VruVA)=£Llrte)(let+B)(P+rYr) - - (A. 18) 
Sind a’, 8, y' die Vektoren der Mitten A’, B’, ©’ der Seiten 
des Dreiecks, so ist 


Kol) WESLAEREN 


und weil 2 stets ein spitzer Winkel ist, schliesst man daher 


2 
L(VruVyß)=LR'ya 
und nach (A. 15) auch 
E=#—2LPya........ (A. 19) 


Natürlich können in dieser Formel die Grössen ß', y’, «’ 
eine cyclische Umtauschung erfahren. 

7. In Verbindung mit einer Formel des Artikels 2 können 
nun aber noch weitere Schlüsse gezogen werden. Nach (b. 99) 
(db. 126) und den oben hergeleiteten Werten für die Skalar- 
und Vektorteile des Produktes VyaVYyß ist nämlich 


Lu RAT, 


Saßy 
Nach (A. 15) ist daher 
Sfr tryataß—1) 


cotg & a Hd ( . 
2 Saßy 


9 


und statt der Formel (A. 17) kann sodann auch geschrieben 
werden 


(v+2)(a+B) (+) 2 Sapy (1 u, 3) 
und durch Operation mit dem Zeichen 7 
T(y+a)(e+B)(B+Y)= — 2 Saßy cosce = . (A. 21) 
Andrerseits folgt aber aus (A.8) durch Multiplikation mit 


T(8@-+y) oder 2 008 5 


2.0085 By + ya + aß — 1)=— TR+r)(r +2) (@+B)eosB'C/ 
und durch Multiplikation dieser Gleichung mit (A. 21) entsteht 


nun 
008 5 S(By ya + aß — 1)=Saßy cosec 500: BC’ 


In Verbindung mit (A.19) erhält man daher die bekannte 

Formel 
c08 B.0 — 608 5 0085 ee (A. 22) 

8. Die merkwürdige Formel (A. 19) für den sphärischen 
Excess kann noch leicht umgestaltet werden. 

Man findet nämlich mit Hülfe der im Artikel 74 der 
Theorie entwickelten Begriffe, dass die nachfolgenden Formeln 
gültig sind 


et 


daher i r 
Bl hmaararr? 
ON 
somit 


AR 5) (| = — (ya ..... (A. 23) 
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schliesst aber die nachfolgende ein 
ZL’=#— Lo” 
somit 


Lgy= 5 — Lg. 
Aus (A.23) kann nun gefolgert werden 


Zar; - 2) (SO 


und in Verbindung mit (A. 19) somit 


E=2Z K&) (2) (2) REN (A. 24) 


9. Wir gehen jetzt wieder zur Deutung einer Quaternionen- 

gleichung 

V(ßBr tya+aß)= Vßr + Vyat Vaß... (A. 25) 
über. Man kann hierin überall das Symbol V durch TV.UV 
ersetzen und 2, ß, y als die Ecken der Grundfläche ABC 
eines Tetraeders betrachten, dessen Scheitel der Vektorenur- 
sprung D ist. 

Sodann ist 

VBr +r@traß)= Vi —a)(y —e) 
— TV a)(y —a)UV(R— a)(y — a) 
—=2 N\ABC.UV(B — e)(y —e) 

Die erste Seite der Gleichung (A. 25) ist somit ein Perpen- 
dikel aus D auf die Basis ABC gefällt, dessen Länge durch 
das Doppelte der Zahl der in der Fläche ABC enthaltenen 
Flächeneinheiten ausgedrückt wird. 

In derselben Weise ist Vßy ein Lot in D auf die Ebene 
DBÜC errichtet, dessen Länge der Grösse dieser Fläche propor- 
tional ist. 

Wenn aber 2, 8, y drei Vektoren sind, so ist 

s(@+ß-+?7) 
der Vektor des Schwerpunktes des von den Endpunkten jener 
Vektoren gebildeten Dreiecks, wie leicht dargetan wird. Es ist 
daher in (A.25) der nachfolgende Satz enthalten: 

Wenn man in dem Scheitel D eines Tetraeders ABCD nach 
derselben Seite hin Perpendikel DA’, DB’, DC zu den Seiten 
DBC, DCA, DAB errichtet und die Länge jener Perpendikel 
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das c-fache der Flächenzahl dieser Seiten beträgt, so wird die 
Gerade, welche D mit dem Schwerpunkte des Dreiecks A’B’C 
verbindet, senkrecht zur Basis ABC des Tetraeders sein und 
ihre Länge wird dem +c-fachen der Flächenzahl dieser Basis 
gleich kommen. 

10. Wir wollen hier nun weiter einige Aufgaben aus 
der Planimetrie folgen lassen, welche mittelst Quaternio- 
nen leicht bewiesen werden können. Es sind dieselben haupt- 
sächlich der Aufgabensammlung entnommen, welche die mathe- 
matische Gesellschaft » Wiskundig Genootschap” in Amsterdam 
seinen Mitgliedern vorzulegen pflegt. Dabei wird es bisweilen 
vorkommen, dass Ergebnisse, welche erst später ausführlich 
erörtert werden, Anwendung finden; doch ist dies möglichst 
tunlich vermieden und allenfalls hoffe ich dort, wo ich ein 
solches Verfahren nicht umgehen konnte, die Deutlichkeit nicht 
dem Bestreben, viel Ungleichartiges in einen Abschnitt zu 
vereinigen, geopfert zu haben. 

Zum Teile ist die Anwendung der Quaternionen auf diese 
Probleme von Herrn ManteL gezeiot. 

Bevor wir zur Ausarbeitung einiger Probleme übergehen , 
mögen erst hier die Ausdrücke zusammengestellt werden, wel- 
che einige merkwürdigen Punkte des Dreiecks aus dessen Ecken 
zu finden gestatten. 

Wenn «, ß, y die Vektoren der Ecken A, B, C sind und 
der Kürze halber 

B—yr>=a, y—-aı=ß,, «— ß=y, 
Nahe, Io.) b I2 — P)=c 
gesetzt wird, so erhält man: 

Für die Mitten der Seiten nach (a. 39) 

B+tr rtae arß 
EB 

Für den Schwerpunkt nach (a. 39) 

20 
Targa 


Für den Mittelpunkt des um das Dreieck gehenden Kreises 
Be — (ß? — y?)a — (9? — a?) B — (a? — A)r, 
2V/(Br + ya aß) 
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Dieser Punkt ist nämlich bestimmt durch die Gleichungen 
(.— o’=(& — PB’=R—Y) 
Sa — a) (a — PB) (a —y)—= I 
oder 
28 — A)u—=ar —ß:, 
28 —Y)R = PB’ y?, 
Su (By + a + aß) Saßy, 
welche nach Art. 179 der Theorie aufzulösen sind. 
Für den Mittelpunkt des dem Dreieck eingeschriebenen 
Kreises 
at bß+ va 
2s 
Der Punkt, wo die aus A gezogene Bisectrix BC schneidet, 
ist nämlich nach (a. 39) 








bB-+ er 
b+c 
und ein willkürlicher Punkt dieser Bisectrix ist 
a ie 


b+e 
welcher nun auch in der Geraden 


ve-a(7 —R)=0 


enthalten sein muss. 
Für die Mittelpunkte der dem Dreieck angeschriebenen Kreise 
findet man in gleicher Weise 


bB-+cy — au cy tax — bß 


ET: , an ONE U.S.W. 
Für den Schnittpunkt der NEE" 
el 
EEE ERTL 


weil die Symmediane aus A die Seite BC in zwei Teile teilt, 
deren Verhältnis dem Quadrate des Verhältnisses der anliegen- 
den Seiten gleich kommt. 
Für den Höhenpunkt des Dreiecks 
Aal Saßy — aSau, — BSR, — YrYı, 
Vey tr Yy% TB) 


Dieser Punkt wird nämlich aus den Gleichungen 


13 


De Sl ZB 05 Ste ae) ie) y)=0 
bestimmt. 
Nun möge die Bearbeitung einiger Probleme folgen. 
1°. Wenn zwei nicht aufeinanderfolgende Seiten eines 
Vierecks gleich sind, so bilden dieselben gleiche Winkel mit 
der Verbindungslinie der Mitten der beiden andern Seiten des 
Vierecks. 
Sind nämlich &, 8, %, 3 die Ecken des Vierecks, so ist 
gegeben 
Te —- )=-T(r —2d)........ (A. 26) 
Die Verbindungsgerade der Mitten M, N der Seiten BC, AD 
wird durch den Vektor 
BER 
2 
dargestellt. Es ist nun aber 
S(«-B)(B+Y-—a-)=—-(2-B)+S@-2) v2) 
—_ (2)? +8(@—ß)(y—3) nach (A.26) 
—S@-y)(B+r—a—) 





daher RB er 
sSABMN)-SdCMN) 84. 
und weil 
T.AB— T.DC 


Z(AB.MN=Z(DC.MN). 7 

2°, Wenn man auf den er 
Seiten BC, CA, AB nach 
aussen Quadrate BCDE, 
CAFG, ABHK beschreibt, 
so lassen sich mehrere 
Eigenschaften beweisen , 
von denen hier einige an- 
geführt werden mögen. 

Dieselbe zu erörtern setzen wir nach willkürlicher Annahme 
des Ursprungs O 

0A—=a, OBB=ß, 06=9; 
B—y—a, 20 ee 

sodass 


ee N. % (A. 27) 
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Ist noch e ein rechtes Radial in der Ebene des Dreiecks, 
dessen Drehungsrichtung mit derjenigen des Quaternions BC : BA 
zusammenfällt, so sind für die übrigen Punkte der Figur 3 
die Vektoren: 

Für Di: y—e, Für F:2—.ß, Für H:$ß— ey, 
» E:ß—- a, » G:y—eßı » K:a--9.. 
Man erhält hieraus 
DG=e:(a, — ß), HE=e(, —a,), FK=e(ß, —y,) 
oder wenn 
a on 
gesetzt wird, sodass & der Vektor des Schwerpunktes Z des 
Dreiecks ist, 
DG=32.(&—y), HE=3.e —B), FK=3celd — ae). 

In Worten heisst dies: Die Verbindungsgeraden DG, HE, 
FK sind senkrecht zu den drei Mittellinien des Dreiecks und 
ihre Länge beträgt das Doppelte derjenigen dieser Mittellinien. 

Die Gleichung der Geraden BG ist 

Ver — P)(z, +eß,)=0 nach Art. 94 der Theorie. 

Ebenso ist CH durch 

le —y)(e, — er,)— 0 
und das Lot aus A auf BÜ gefällt durch 
Vo — a) ex, — 0 
dargestellt. Addirt man diese Gleichungen, nachdem die erstere 
mit —1 multiplieirt ist, so wird identisch Null erhalten. Es 
gehen somit BG, OH und das Lot aus A auf BC gefällt durch 
einen Punkt. 
Die Gleichungen der Geraden FH, KG sind: 
Yo — a HER) Me er 
V’P— a+er,)(-A +Elı—eN)—=0 
und die Mittellinie des Dreiecks aus A ist 
Ye) (A md —%. 

Die Summirung dieser Gleichungen ergibt wieder eine Iden- 
tität. Es stossen daher FH, KG und die Mittellinie aus A in 
einen Punkt zusammen. 

3%. Auf den Seiten eines Dreiecks ABC werden nach aussen 
Dreiecke A’BC, B'CA, CAB beschrieben, welche gegebenen 
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Dreiecken ähnlich sind. Wenn die Ecken A’, B, C gegeben 
sind, so wird gefordert ABC zu construiren. 

Bezeichnen wir A, B, C mit a, ß,y und A’, B, C mit 
Pi Par Ps. Sind weiter 9,, 95, 9, Quaternionen, welche Jen ge- 
gebenen Dreiecken zu entnehmen sind, so kann man setzen 

AB=qA'C, BC=9BA, CA=g,CB 
oder 
A Ben a —N, a -r=nla—R), Pr — 29; (p; — P). 

Indem man aus der zweiten dieser Gleichungen Y auflöst 
und durch Einsetzung dieses Wertes in die erste Gleichung £& 
bestimmt, kann man durch Substitution in die dritte Gleichung 
& erhalten 


1-31). =1-9),: +11) +; )R 
wodurch das Problem formell gelöst ist. 

Behufs einer Construction schreiben wir die Auflösung in die 
Form 

1-9499) e-p)=B—p tgl Ps) + 9591(P —Pı) 
oder 
(1-9949)BA=BC+g,UA+gqAB.. (A. 28) 

Weil gA’B’ mittelst eines einem der gegebenen Dreiecke 
ähnlichen Dreiecks construirt wird, so kommt die Construction 
des Punktes A hinaus auf die Construction einiger ähnlichen 
Dreiecke und Addition der erhaltenen Strecken. 

Einige Fälle wollen wir noch specieller betrachten , nämlich 
erstens wenn die gegebenen Dreiecke gleichseitig sind. Es ist 
sodann 

ep: =—l,daeg=g—1 
zu setzen, sodass man erhält 
2BA=BA-+BU — gBC 
und die Construction des Punktes A aus den gegebenen Punk- 
ten A’B’C wird somit: 

Man nehme die Mitte D der Seite A’C’; auf B’C’ beschreibe 
man ein gleichseitiges Dreieck B’EC', so dass der Sinn der 
Drehung von B’C’ nach BE mit derjenigen von A’B’ nach A’C’ 
übereinstimmt. Man verbinde die Mitte F von BE mit D und 
ziehe einen Vektor B’A, welcher FD gleich kommt. 
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Es seien zweitens die gegebenen Dreiecke gleichschenklig 

und rechtwinklig. Wir setzen nun 
Tl Dial im ER Una 

und die Formel (A. 28) ergibt 

(1)BA=BU’—-AB-+9g0X 
woraus die nachstehende Construction folgt: Man errichte in 
der Mitte D der Geraden UA’ ein Lot nach der Seite hin, 
wo B’ liegt und bestimme hierauf DE=DA’. Nun wird BE 
die Hälfte der zweiten Seite der letzten Gleichung darstellen. 
Auf BE errichte man in E ein Perpendikel, dessen Länge 
gleich derjenigen von BE genommen werde, so ist der End- 
punkt die Ecke A. Die Drehung von B’A nach BE soll mit 
derjenigen von A’B’ nach A’C’ übereinstimmen. 

Man kann jedoch auch leicht eine zweite Construction finden, 
indem erst die obige Gleichung transformirt wird. Man leitet 
daraus nämlich die Relation her 

I+JAA=(1— BC 
oder 
AA=ıgCEB. 

Somit ist A’A senkrecht zu C’B und diese beiden Geraden 
haben gleiche Länge. 

4°. Eine ähnliche Aufgabe ist die nachfolgende: Auf den 
Seiten eines Dreiecks ABÜ beschreibt man nach aussen Drei- 
ecke A’BC, AB’C, ABC’ welche einem gegebenen Dreieck abc 
ähnlich sind. ABC werde aus A’, B’, C’ bestimmt. 

In diesem Falle setzen wir den Voraussetzungen gemäss 

A-r=gam-P), v-2—=glm-e), a —-a—=g(lP-e) 
und eliminiren 8, y durch Addition, wodurch wir erhalten 
ta —-2e=gln ra — 2e). 

Sind M, N die Mitten der Seiten C’A’, A’B, so ist 

AM=gAN. 

Man beschreibe daher ein Dreieck MNA, welches dem Drei- 
eck cba ähnlich ist. 

5°. Aus den Mitten der Seiten BC, CA, AB eines Dreiecks 
ABC ziehe man Geraden, welche anderen gegebenen Geraden 
AS, BS, CS parallel sind. Es wird gefordert zu beweisen, dass 
die ersteren Geraden in einem Punkte S’ zusammenstossen , 
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welches mit dem Punkte S und dem Schwerpunkte Z des 
Dreiecks in einer Geraden liegt, derart das SZ:32=1:2. 

Es sei « der Punkt S; die beiden Geraden, durch die Mitten 
der Seiten BC, CA parallel zu AS, BS gezogen, sind sodann 

(+ )+2(- 0), 4 +)+ye—ß). 

Für ihren Schnittpunkt S’ sind diese beiden Ausdrücke ein- 

ander gleich, somit 
(Be) +2) ye—M)—0 

und weil x, &, so willkürliche Vektoren bedeuten, ergibt sich 
hieraus 


1 —y—=—j} 


=== >. 


Der Punkt S hat somit den Vekto 
ı(& +8-+7— oe) 
und weil dieser Ausdruck auch in die Form 
1(@+B)— 1) 
geschrieben werden kann, liegt S’ auch in der Geraden, welche 
aus der Mitte von A’B’ parallel zu CS gezogen wird, 
Für den Schwerpunkt Z ist 
02=!(@+ß-+y) 
somit 
05 =1(30Z2 — 09) 
oder 
302=0S+20S. 
Dies zeigt den weiteren Teil des Satzes. ' 
6°. Auf den Seiten eines Sechsecks werden nach aussen 
gleichseitige Dreiecke beschrieben. Es wird gefordert zu be- 
weisen, dass die sechs Scheitel dieser Dreiecke nicht unab- 
hängig von einander sind. Wie kann aus fünf Scheitel der 
sechste construirt werden ? 
Es seien x, ß, %, 3, e, £ die Ecken des Sechsecks und 
Pıs Pa5 Parc Pendie. sechs Scheitely-P;,SP,,... P,, so. dass 
1 —2)=q(r —P) 
Ar —P)=1mn—?) 
A )=4(, 29) 
AM) —=q4lmı 8) 
(fs —) = 4 (Pf — 8) 
Be —-g9)=1R ne) 
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worin 
’=—l. 
Multiplieirt man diese Gleichungen nach einander mit 1, 
9, 9%:...g° und addirt die Resultate, so erhält man 
Per tglrı —Pa)TR— P)T 7 R—)TgRR—P5)+9°lP5--F)>0 


wodurch der erste Teil des Satzes bewiesen ist. Diese Gleichung 


kann jedoch sehr vereinfacht werden. Weil nämlich ’=— 1, 
so wird 
’=—g9,?P=—g, und schliezlih ?—=g—1. 


Es entsteht nun 
th rar tR— A — Po). 

Man nehme daher die Mitten der Strecken P,P,, P,P,, P,P,, 
P,P,, welche wir mit K, L, M, N bezeichnen wollen, so ist 
KL=qgMN. 

Wenn man somit auf- KL ein gleichseitiges Dreieck KLI be- 
schreibt, sodass KI aus KL durch eine Drehung entsteht in 
dem Sinne, worin P,B aus P,A entstanden ist, so ist MN=KI. 
Der Punkt N ist nun gefunden und P, kann unmittelbar er- 
halten werden. 

7°. Wenn über den Seiten eines Dreiecks als Grundlinien nach 
aussen gleichschenklige Dreiecke beschrieben werden, deren 
Scheitelwinkel 2 r beträgt, so sind die Scheitel die Ecken eines 
gleichseitigen Dreieks. 

Man erhält wieder 
rn -PeıarN, a-r=ım—a), BR —-e=ga—P); 

’=1l, mt ?=—g-—1l. 

Durch Subtraktion wird hieraus erhalten 

Eger BF RE 2% 

1 — ge) ax TON AFTBEE 7 
somit weil 

re+fe=ı@+I+T)) 
= B—qlı — PR) 

und hierin liegt der Satz enthalten. 

8°. Auf zwei Seiten BC, CA eines Dreiecks ABC sind nach 
aussen gleichseitige Dreiecke beschrieben. Wenn die Scheitel 
A’, B’ dieser Dreiecke und der Höhepunkt H des Dreiecks ABC 
gegeben sind, so wird das Dreieck zu construiren gesucht. 
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Sind x, 8, x wieder die Vektoren der Ecken des Dreiecks, 
Pi, Pa diejenige der Scheitel, « der Höhepunkt. Ist noch x ein 
zur Ebene ABC senkrechter Einheitsvektor, so werden die Be- 
dingungen des Problems ausgedrückt durch die Gleichungen 

r - Belt — Y); Hr ım—e)... (A. 29) 

= —1, ’ayibei, Dre (A. 30) 

S(e—a)(B-Y)=V, S(e—P)(r —-e)=0, S(r—a)i=0 (A. sl) 
Aus der zweiten der Gleichungen (A. 29) und (A. 30) folst 

yv—aı=aqa!lm —E8)..:...... (A. 32) 

Durch Subtraktion ergibt sich aus (A. 29) in Verbindung mit 

(A. 30) 
B—-r=ır -—)+rT(e —) 
ae Fr al (2, — ,) nach (A. 32). 
Durch Addition dieses Resultats zu (A. 32) wird gefunden 
a Be FR RT gl 9). 

Diese Werte können nun in (A.31) eingesetzt werden. Es 

ergibt sich 

S(e — ae) [n — + gT (ei — 9)] > 0 
S[e — a! +) — 2) — ae =)] ge (Pa — e)—=0 
oder 

(ee +S, —e)fe - tgl — A) >= 

er S(o — p) gl (ı — %) 
19! (,—e)}?— Ste —P) qm! (1 —Ps)} ger (fa) =. 

Nun ist aber 
Tgril, Bejfi=-NigT (u —«)} ar NGFDN (50) == (2), 
demnach kann statt (A. 33) geschrieben we 5 


en RT [RT a 


e—A+3V.ir mn - ga ar Sl 
J = -1N Ve gang - (A. 35) 
Weiter ist, wenn A ein willkürlicher Vektor "ati nach 
(d. 120), (d. 54) 
Viıqt=—- VR;,yı— 
— V(Kra) = Var 
somit geht (A. 35) über in 


[ea 06)? (A. 30) 


(A. 38) 
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Der Punkt A ist deshalb der Durchschnittspunkt zweier 
Kreise. Die Mittelpunkte jener Kreise sind nach (A. 34) (A. 36) 
Rtr+le- Rt Mm), arlale=n)—bı—p)] 

und ihre Radien sind die Längen der Vektoren 
lea (A R)ls Hal) (p—p)] 
welche einander gleich sind. 

Man erhält daher die nachfolgende einfache Construktion: 
Man beschreibe ein gleichseitiges Dreieck B'DA’, sodass der Sinn 
der Drehung von B’A’ nach B’D entgegengesetzt ist derjeni- 
gen von CA nach CB, welcher gegeben sein soll. Auf DH als 
Durchmesser beschreibe mann einen Kreis; derselbe wird den 
Punkt A enthalten. Construirt man weiter auf DH ein gleich- 
seitiges Dreieck DHF, so dass die Drehung von HD nach HF 
mit derjenigen von B'’D nach B’A’ übereinstimmt und zieht 
BE, welche mit HF gleiche Länge und Richtung hat, so wird 
der auf B’E als Durchmesser beschriebene Kreis ebenfalls den 
"Punkt A enthalten. 

Wie man sieht, können bei allen derartigen Aufgaben die 
Quaternionen mit Erfolg angewandt werden. In der genannten 
Aufgabensammlung kann man noch andere ähnliche Aufgaben 
finden. 

9°. In einer Ebene sind zwei Punkte A,, A, und drei Ge- 
raden 4,3 2,,(4, gegeben ,.in ‚denen. drei «Punkte P,, P,, RP, 
ähnliche Punktreihen beschreiben. Construirt man jedesmal ein 
Dreieck A,A,A, welches dem Dreieck P,P,P, ähnlich ist, so 
ist der Ort des Punktes P, ein Kreis. 

Es seien &,, &,, &, die Vektoren der Punkte A,, A,, A,; 
Pi, Pa, f, diejenigen der Punkte P,, P,, P,. Man kann sodann 
setzen 

n=PAtem) P=h tar, =ß, + &r;. 

Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke P,P,P,, A,A,A, muss 
ea ad Te _BeARt+tB—m) 

| 4 — a VAR — Arhale, m) 
Setzt man noch 
et el ee ß, — PB, =Bß; ß, — ßB=)9; 
nR,—an=0, m — an—=rT 
so kann geschrieben werden 
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2 (par — 0) = PB — pay 
oder 
Vorar — eo) (pay -—P)=I...... (A. 37) 
Nach unsren Annahmen ist 
Spt =0, somit par = Vpar = Vrap = Top. 
Die Gleichung (A. 37) geht hiermit über in die nachstehende 
pr a"Vry — Volarß — oya) + Vreß—=0 
und wenn e ein Einheitsvektor senkrecht zur Ebene der Figur 
ist, so erhält man durch die Operation mit S.e an die zuletzt 
erhaltene Gleichung 
p? a? Sery — Spa(rß — yo)e + Serß —0. 
In Verbindung mit Spe=0 ist dies die Gleichung eines 
Kreises. Denn man kann derselben die Gestalt erteilen 
[ al(Tß — yo) e ll E a 1(r8 — yo) Eu Serß 
yo 2 Sery 2 Sery Sery 
welche durch (c. 34) in die mit (d. 10) bezeichnete Form der 
Kugelgleichung übergeht. 
10°. Wenn A’BC die Projektion eines Dreiecks ABC auf 
eine Ebene U ist und das Dreieck ABC durch Drehung um 
die Durchschnittsgerade der Ebenen A’B’C’ und ABC in die 
Ebene U gebracht wird, so stossen die Senkrechten aus A’, 
B, © auf BC, CA, AB gefällt, in einem Punkte zusammen. 
Es sei der Einheitsvektor & parallel der Durchschnittsgera- 
den der Ebenen ABC, ABC, ß ein zu & senkrechter in U 
liegender Einheitsvektor, e zur Ebene U senkrecht. Die Punkte 
A, B, C lassen sich sodann durch 
a2 2,ß, bz-+b,B, ca -+ cß- 
‚B‘, C durch 
as + a,Bcosw, bx + b,Bcosw, cx + ce, Bcosz 
darstellen. Das Perpendikel aus A’ auf BC gefällt, ist somit 
Vip—ax —a,ßcos«) e [(b — c)x -4- (b, — c,)B] = 9 
oder 
V.2e [(d-- )2 + (d, —c,)R] = e[alb —c) + a,(b, — c,Jcose]. 
Addirt man die drei so erhaltenen Gleichungen, so entsteht 
eine Identität. 
11. Im Artikel 87 der Theorie haben wir die Bedeutung 
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der Grösse S2zßy erörtert. Der Vektorteil des Produktes 
«8y sei Gegenstand der nun anzustellenden Betrachtungen. 
Setzen wir nämlich 


p= Vaßy 
so erhalten wir 
Sap — #’8ßy Spa—! = Sßy 
Syp— y’Saß Dh Sy SzBl: 7 um (A. 38) 
somit | 
Sp(asaß—y1S%)=0........ (A. 39) 


Nun ist jedoch «=1Szß die Projektion des Vektors ß auf a; 
denn diese Projektion ist 


Ur. Tßcos Z 5 ER saß nach (c. 24) 
— x "1828 nach (c. 10). 

Es seien B, und B, die Projektionen des Punktes B auf die 
Vektoren OA, OG; so sagt die Gleichung (A. 39) aus, dass p 
senkrecht ist zu B,B,.. 

Weiter ist 

Sßp = 2 Saß Sßy — B?Say 
und in Verbindung mit den vorhergehenden Gleichungen 
Sy Ha SB Rar 
somit auch, wenn man diese Gleichung mit S8ßy oder Szß 
multiplieirt und das erhaltene Produkt subtrahirt von jedem 
der Produkte der Gleichungen (A. 38) mit ß?Say 


Hr 5ßy + a SB2)85 —(B-' SR +ySy)]=0 


So[(y 1 Sßy + a! SBe)S, — (B-19ß + a1Sya)] — 0 


Ist nun B, die Mitte der Strecke B,B,, und sind A,, A,, die 
Projektionen des Punktes A auf OB, OC bezhw., A, die Mitte 
der Strecke A,A,, endlich C,, C, die Projektionen von C auf 
OA, OB und C, die Mitte von‘C,Ü,, so ist der Vektor p nach 
den beiden letzten Gleichungen senkrecht zu den Vektoren 

Pf OB,S 7 — OA, p= 0B,S 5 zul, 
Zieht man aus B Geraden parallel zu A,A,, C,C,, welche 
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von OA, , OC, in den Punkten D, E bezhw. geschnitten wer- 
den, so sind B,D, B,E parallel zu den Vektoren p,, ?,; denn 
es ist 





OB 
B,D = OD ——— OB, = OA, OA, — OB, 
OB OA, 
= 0, (0, on ) 
während 
OA,:0B= Tacos £ 7; vn 55 


Wir sind in dieser Weise zu dem Schlusse geraten , dass der 
Vektor p senkrecht ist zu den drei Vektoren B,B,, B,D, B,E. 

Sind F, G die Punkte, in denen BD, BE die Kanten OC, 
OA schneiden, so ist DE parallel zu FG. Weil aber B.B,, 
B,D, B,E senkrecht zu > sind, so liegen B,B, und DE in 
einer Ebene, und weil DE parallel der Ebene COA ist, so 
muss auch DE/B,B,, daher auch FG/B,B,. Dies hätte man 
auch leicht stereometrisch mit Hülfe von Proportionen beweisen 
können. | 

Es kann somit der nachstehende Satz ausgesprochen werden: 
Projieirt man jede der Ecken A, B, C einer Vierseite OABC 
auf die beiden von O ausgehenden, die Ecke nicht enthalten- 
den Kanten in A, A,; B, B ; C, C, so sind die Geraden 
A,A,, B,B,, 0,C, einer einzigen Ebene parallel. 

Dieser Satz lässt sich auch sehr leicht direkt beweisen. Die 
Vektoren A,A,, B,B,, C,C, werden nämlich dargestellt durch 
BTISBa— yISya, yrISsßy —arıSBa, anıSay — BT1SßY 

und das Lot zu den beiden ersteren ist 
VB! Sßa — yrısya) (yTiSßy — art Sße) — 
—= SB I VRMIZSBr HH Vyzter!Sya + Va! B7182ß] 
sodass der Vektor 
VETtyTSßy + VyTian'sya + Varı BT! sap 
zu allen dreien senkrecht ist. 

Es braucht kaum erwähnt zu werden, dass zur Construction 
von Vaßy auch das Lot zu BB, und B,D verwendet wer- 
den kann. 

12. Durch Anwendung sphärischer Dreiecke zur Darstellung 
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der Versoren mittelst Bogen auf der Einheitskugel kann die 
Construktion der Richtung von Vx£y sehr anschaulich gemacht 
werden. Es sei abe die 
Darstellung der Vektoren 
&, ß, y auf der Einheits- 
kugel b’c, ca’, ab’ die Po- 
larkreise der Punkte a, b, c. 

Der Vektor BB,, welcher 
in der Ebene BOA ent- 
halten ‘und senkrecht zu 
OA ist, wird somit durch 
den Schnittpunkt d der 
grössten Kreise ab, b’c’ dar- 
gestellt. In derselben Weise 
wird der Schnittpunkt e 
der Kreise be, a’b’ den Vektor BB, darstellen und der Punkt 
 f, wo die grössten Kreise de, ac sich schneiden, ist die Dar- 
stellung des Vektors B,B,. In derselben Weise ergeben sich 
die Punkte g, h, i als Darstellung der Vektoren CC, , CC,, 
en 

Den Vektor B,E zu erhalten bemerken wir, dass aus dem 
rechtwinkligen Dreieck BB,G folgt, ZEBBG=_ZBG0O. Nun 
wird aber ZBGO oder ZC,C,O in unsrer Figur durch den 
Bogen a,i veranschaulicht. Man-nehme deshalb auf den Bogen 
ab den Punkt k so, dass ak=ait, so stellt % den Vektor BE 
dar und weil Vxßy senkrecht ist zur Ebene B,B,E, so wird 
man in den Pol p des grössten Kreises kf UVaßy gefunden 
haben. 

Will man aber die aus der Definition folgende Construktion 
der Grösse Vxßy in Anwendung bringen, so hat man die 
Kreise b’c', be zu verlängern, bis dieselben sich schneiden, und 





längs jenen Kreisen von dem Durchschnittspunkte aus Bogen 
abzutragen, welche einen rechten Winkel bzhw. das Supple- 
ment des Bogens bc betragen. Die Endpunkte dieser Bogen 
bestimmen sodann wieder einen grössten Kreis, dessen Pol den 
Vektor UVaßy darstellt, sodass derselbe mit kf identisch sein 
muss. Es gilt somit der Satz: Der Durchschnittspunkt der 
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Bogen b’c, be ist längs diesen Kreisen gemessen von dem 
Kreise kf um Bogen entfernt, welche einem rechten Winkel 
bzhw. dem Bogen de gleich kommen. 

13. Die Construktion der Richtung der Grösse Vzß8y wird 
ungemein leichter, wenn die Vektoren &, @, y complanar sind. 


. Es ıst sodann 


Spy —=0, p=Vaßyr=apy, SBap—0, 
sodass p auch in der Ebene von &, ß, x enthalten ist, und 
nach dem soeben erörterten kann dieser Vektor nun ein- 
fach gefunden werden, indem man BB, BB, senkrecht auf 
OA, 06 fällt und aus O das Perpendikel OP’ auf BB, zieht; 
&ß8y fällt sodann mit dem Negativen OP des Vektors OP’ der 
Richtung nach zusammen. Bekanntlich ist hierbei ZB,OP — 
= ZBOC oder OP’ ist in Bezug auf 
den Winkel AOC zu OB isogonal Fi6.d 
conjugirt. 
In der Tat hat man mittelst Qua- 
ternionen 
S.UaUaßy = S.Ua(UxUßUy) = 
—= — S.UßUDy. 
Eine andere Construktion für zßy 
in demselben Falle folgt aus der 4 
Transformation 





p=aßy somit 2 edel, 
oder schliesslich 
2, — Laß und # —- Zvy=ZLaß. 


Wenn demnach OA, AB parallel zu x, 8 gezogen sind und 
um das Dreieck OAB ein Kreis beschrieben wird, in welchem 
BP eine Sehne parallel zu y ist, so wird PO die Richtung von 
p darstellen; denn es genügen sodann 

| 0PBEHL pn 0 AB Zuß 
der Forderung. 

Und hieraus folgt wieder, dass wenn aus den Vektoren a, ß, 
y ein Dreieck gebildet. werden kann, zß8y die Tangente des 
umschriebenen Kreises in dem Anfangspunkte des Vektors « ist. 
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Wenn weiter aus den Vektoren x, ß, Y%, d ein ebenes oder 
windschiefes Viereck gebildet werden kann, so ist das Produkt 
«ßyd ein Quaternion, dessen Ebene leicht angegeben wird. Ist 
nämlich O0A=xa, AB=ß, BC=y, CO=?2 und setzen wir 
noch BO=7p, so sind @ßp, — py3d die Tangenten im Punkte 
O gelegt an die Kreise, welche um die Dreiecke OAB, OBC . 
beschrieben werden. Somit ist 

aßp.px3 = praßyd 
das Produkt jener Tangenten, daher ein Quaternion, dessen 
Ebene die Kugel berührt, welche die Punkte OABC enthält. 

15. Wir wollen nun noch einige Aufgaben über sphöä- 
rische Dreiecke folgen lassen. 

1°. Der grösste Kreis, welcher die Mitten zweier Seiten eines 
Dreiecks verbindet, schneidet die dritte Seite in einem Punkte, 
dessen sphärische Entfernung, von der Mitte jener dritten 
Seite einen rechten Winkel beträgt. 

Sind x, 8, x die drei Ecken A, B, C, somit = ß?—= 
—=y’—— 1, so sind U(ß+py), Uly+a), U(e<-+B) die 
Mitten A’, B‘, C’ der Seiten. Nun ist der Schnittpunkt der 
Bogen AB‘, AB bestimmt durch die Gleichungen 

Seß=0, S(lB+y)r te)=0, = —1.. (A.40) 
und man hat zu zeigen 
Spl2=r B) = ln. Prem: (A. 41) 
Aus (A. 40) wird erhalten 
p=aV.VaBV(ß-+r)(y + e) 
= v(2 — ß) Sapy 
und die Substitution in (A. 41) ergibt eine Identität. 

2°, Der geometrische Ort der Scheitel aller Dreiecke, welche 
dieselbe Grundlinie und gleichen Inhalt haben, ist ein Kreis. 

Wenn x, 8, p die drei Ecken des Dreiecks bedeuten, von 
denen 2, ß constant sind und 

Va+9)=r, Ußtn=e, Uprta)=B 
gesetzt wird, so ist die Bedingung dafür, dass der Inhalt des 
Dreiecks constant sei 

E= const. oder ZPB’y’@’ = const. nach Art. 6 
somit 


SPy« —=( oder SUpß+e)(« +B) (+ r)=C. 


27 


Nach Gleichung (A. 17) kann statt dieser Relation geschrieben 
werden 


2 le +e)(Ee+P)R+P) 
daher mit zwei potenzirt 
4 S’aßp = O?N[2Szßp + 2pS(aß-+ Bo px — 1)] nach (A. 17) 
und nach (db. 116*) 
S(eß + Bp tra — 1)=(l — 0?) Sxßp 
0S(ceß Hp tree —- N)—=-tEV1— SR 
Ska tB FVeaßiga)=1— Saß..... (A. 42) 
wenn zur Abkürzung 
C=c0os« 
gesetzt wird. 

Der Punkt x ist somit in zwei Ebenen enthalten, welche 
die Gegenpunkte der festen Endpunkte der Grundlinie enthalten, 
weil die Substitutionen p=— x oder p—= — ß in (A. 42) Iden- 
titäten ergeben. 

3°. Die Mitten der Selenkai aller sphärischen Dreiecke, 
welche auf derselben Grundlinie stehen und den nämlichen In- 
halt haben, liegen in einem grössten Kreise der Kugel. 

Wir fanden, dass der Ort des Scheitels durch (A. 42) be- 
stimmt wird in Verbindung mit = — 1. Es ist somit 

S(e+e) (2 + BF Vaßtge) = 0 
S(+B)(e +BF Vaßtga)—0 
daher 
yV/or +) +P)= at BF Vaßtga = constant 
und dies beweist unsren Satz. 

Der umgekehrte Satz: Die Inhalte aller Dreiecke, welche 
auf der nämlichen Grundlinie stehen und deren. Schenkel durch 
den nämlichen grössten Kreis halbirt werden, sind einander 
gleich, ist unmittelbar in der a 

SER 
enthalten, welche aus Vx’g’ — We. hervorgeht. 

4°, Über den Seiten eines sphärischen Dreiecks ABC werden 
nach aussen gleichschenklige Dreiecke mit gegebenen Scheitel- 
winkeln construirt. Wenn die Scheitel A’B’C’ dieser Dreiecke 
gegeben sind, so wird gefragt das Dreieck ABC zu construiren, 
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Es seien x, ß, %, Ps fa; A, die Vektoren der Punkte A, 
B, C,A’,B, C. Nun haben wir im Artikel 111 der Theorie 
gesehen, dass der Ausdruck 

— a! Ba 
einen Vektor darstellt, welcher aus 8 erhalten wird durch 
eine konische Drehung um die Achse x um einen Winkel, 
welcher gleich tz ist. Es seien nun ar, br, cr die gegebenen 
Scheitelwinkel der gleichschenkligen Dreiecke BCA’, CAB), 
ABC’, so erhält man die Gleichungen 
vanpn sam , Beta. 

Durch Substitution ergibt sich hieraus 

tt, App Bor pa? pz° U.S.W. 
wodurch &, 8, x bestimmt sind. Denn es wird hiermit 

ap2” Pi Ps? Pa” pı” Pz° 
Setzt man nun 
Pr’ pp =g, wo Tg—=1 
so ıst 
a9 =g&%, V.eVg=0 daher a//Vg. 
Das Resultat ist demnach 
= UVn?p"p, B=UVp,p,’p,°, U.8.w. 
und die Punkte A, B, C sind durch das in der Theorie an- 
gegebene Verfahren, das Produkt mehrerer Quaternionen auf 
der Einheitskugel zu zeichnen, zu finden. 

16. Wir wollen diesen Abschnitt damit schliessen, dass wir 
einige allgemeine Verwandtschaften mittelst Quaternionen dar- 
stellen. Zuerst wählen wir die Transformation mittelst 
reciproker Radien. 

Es sei x der Mittelpunkt der Einheitskugel, p und o zwei 
correspondirende Punkte, so wird die Verwandtschaft ausge- 
sprochen durch die Gleichung 

P— ee) -—a)=—1........ (A. 43) 
und in dem speciellen Falle, wo der Vektorenursprung O in dem 
Mittelpunkte der Einheitskugel augenommen werden kann 

pri Basta ah.pd (A. 44) 
Der Punkt 7 beschreibe nun eine Ebene 
S( — P)y =0 oder Hy=—a, 
so beschreibt r die Fläche , 
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Sy —a 
eine Kugel nach Art. 96 der Theorie, deren Mittelpunkt mit 
= > bezeichnet werden muss, während der Radius =+ _ , 
a 


wo das obere oder das untere Zeichen zu wählen ist, je nach- 
den a positiv oder negativ ist. Weil das Perpendikel aus O 
auf die Ebene gefällt durch ay”! dargestellt wird, so ist der 
Mittelpunkt der Kugel zu finden, indem man den correspon- 
direnden Punkt Q des Fusspunktes P jenes Perpendikels sucht 
und die Mitte der Strecke OQ nimmt. Die Kugel enthält im 
allgemeinen den Vektorenursprung, wie unmittelbar einleuchtet, 
wenn man ihre Gleichung in die Form Sys + as?—=0 schreibt. 

Rückt die Ebene ins Unendliche, d.h. ist Zim.a=mw, so 
geht die Kugel in den Vektorenursprung OÖ über. Enthält die 
Ebene den Punkt O, so geht die correspondirende Kugel in 
eine Ebene über, welche mit der ersteren zusammenfällt. 

Mit einer Geraden als Durchschnitt zweier Ebenen wird im 
allgemeinen ein durch O gehender Kreis übereinstimmen, wel- 
cher in der Ebene enthalten sein muss, durch O und die Ge- 
rade gelegt. Der Mittelpunkt jenes Kreises wird wie der soeben 
beschriebene Kugelmittelpunkt gefunden. 

Mit der Kugel 

( Dir ß)? FIRE 
wird die Fläche 
(u OO an. (A. 45) 
übereinstimmen. Nun ist jedoch 
(+ B?=o + 28ße-1 1 B%. 
Die Gleichung (A. 45) geht demnach über in 
1-+ 2 Sßo + 0* (a? + 8?) = 0 


(+) -- (4) 


Die correspondirende Fläche ist daher eine Kugel, deren 


Mittelpunkt und Radius mit wert ger 


oder 


bezeichnet 


werden. 
Wenn speciell 7’@=a, d.h. wenn die Kugel durch den 
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Vektorenursprung hindurchgeht, so ist die correspondirende 
Fläche die Ebene 
2 Sßc = — 1 

Welcher ist der geometrische Ort der Punkte im Raume, die 
als Inversionscentra bei der Transformation mittelst reciproker 
Radien benutzt werden können, damit eine oder mehrere Kugeln 

Tp— e)=a, Tr —P)=b, Tp—y)=c u.s.w. 

in solche von gegebenen Radien a,, b,, c,, d, übergehen. 

Es sei » ein solches Inversionscentrum, mithin 


(— o)(r -—oa)= — 1. 
Nun geht die Kugel 
Te —e)=a oder p — a)” = — a? 


über in 

(s — 0)? [(® — &)? + a?] — 2 S(® — a) (r — a) +1=0 
eine Kugel, deren Radius gleich a, sein muss. Schreibt man 
diese Gleichung in die Gestalt | 


rein nn ae 


so erkennt man, dass hieraus die Bedingung entspringt 


a” 


Ber, 2 
m 


oder 


Damit die erste Kugel in eine solche mit Radiusa, übergehe, 
muss das Inversionscentrum in einer von zwei mit der gege- 
benen concentrischen Kugelflächen angenommen werden, welche 
durch die Fläche der gegebenen Kugel getrennt sind. Müssen 


zwei, drei... Kugeln in solche von gegebener Grösse umge- 
wandelt werden so erhält man ausser (A. 46) noch 
@-M'-+, —%, rl 


u.8s.w. mit anderen wo es gibt vier Rai, deren Punkte 
Inversionscentra sein können bei der Umwandlung zweier 
Kugeln; sechzehn Punkte, welche als Inversionscentra dienen 
können bei der Umwandlung dreier Kugeln in solche von ge- 
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gebenem Radius. Natürlich können einige derselben imaginär 
werden. 

Soll die erste Kugel in eine andere von gegebenem Mittel- 
punkte «, transformirt werden, so erhält man die Bedingungs- 
gleichung 

w— u 


Halpesetut — «)? 


oder 

@- 11 +2 +@— 2] (@, — 2) (+ we). 

Indem man quadrirt und 

@ ara, (a jan 
setzt, so gilt es die positiven Wurzeln der Gleichung 
z(1+ a? — 2)’= k? (a? — 2)’ 

zu bestimmen. Die Gleichung, welche nur Zeichenwechsel ent- 
hält, hat stets drei positive Wurzeln; für (®o — x)”. werden 
daher stets drei reelle Werte gefunden und » erhält somit auch 
drei reelle Werte. Es gibt daher stets drei Inversionscentra, 
welche eine willkürlich gegebene Kugel in eine solche von ge- 
gebenem Mittelpunkt transformiren. 

17. Zieht man von dem Punkte P aus, dessen Vektor p sei, 
ein Linienelement dp, so correspondirt hiermit im Punkte Q 
oder vo ein Linienelement ds derart dass 


a LEE (A. 47) 
wie durch Differentiation von (A. 44) hervorgeht. Es ist deshalb 
de —= 9 \dpe — dee. 


Aus (A.47) folgt weiter 
SUdps = SU.(— p)ds 
oder in Worten: correspondirende Linienelemente bilden nach 
deren Verlängerung mit der Strecke zwischen ihren Anfangs- 
punkten ein gleichschenkliges Dreieck. 
Weil 
Uds — Ur Udp Ur 
so ist 
SUds Ude, = S(Us Udp Us) (Us Udp, Ur) 
— SUdpUdp, 
d.h. die Winkel zwischen zwei Linienelementen und deren cor- 
respondirenden sind stets einander gleich. 


32 


18. Eine andere Verwandtschaft, welche wir mittelst Qua- 
ternionen beschreiben wollen, ist die Ähnlichkeit, sowohl 
die direkte, wie die umgekehrte. 

Schon in der Theorie haben wir umgekehrt ähnliche Figuren 
im vierten Abschnitte betrachtet; wir wollen jetzt aber auf 
ganz andere Weise dabei verfahren. 

Sind A, B und A,, B, zwei correspondirende feste Punkte- 
paare, deren Vektoren mit &, 8 und z,, @, bezeichnet wer- 
den mögen und ist P, (z,) der mit P (pr) correspondirende Punkt, 
so wird die Verwandtschaft der direkten Ähnlichkeit ausgespro- 
chen durch die Gleichung 





mit der Bedingung 
SB — a) (a, —e) (A, —a.)=0..... (A. 49) 
welche ausdrückt, dass die Punkte A, B, A,, B, complanar 
sind. 
Indem nun 
BL —®, 
I RE 
gesetzt wird, erhält man mit Benutzung von einem der Sätze 


ins Art. 79 


Ma =IW— RA... . 2... .. (A. 50) 
Hierin ist sodann Az.g senkrecht zu & — x oder 
8.92, --— 2) = 0 


Um das homothetische Centrum S der ähnlichen Figuren zu 
finden, muss p—= ?, angenommen werden. Bezeichnet man diesen 
Wert mit p7,, so ist 

Po — EP a — a, 
Eee — p+a 
Zieht man noch B,B, dem Vektor BA gleich, so ist 
ADSFA,A 
AB, wuAsB2 
somit ist das Dreieck SAB dem andern AA,B, direct ähnlich, 
wodurch eine einfache Construktion für den Punkt S erhalten ist. 
Die gewöhnliche Construktion des homothetischen Centrums 
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mittelst Kreise geht jedoch auch auf einfache Weise aus (A. 48) 
hervor. Es ist nämlich nach Art. 73 der Theorie auch 
Bee 
a o—Bı 
somit sind die Winkel dieser Quaternionen einander gleich. 
Schneiden AB und A,B, sich in P, so ist 
ZASA, =ZBPB, =ZBSB,, 
d.h. die Punkte APA,S sind in einem Kreise enthalten und 
dasselbe gilt von den Punkten BPB,S. 
Aus der Gleichung (A. 50) ergibt sich für das homothetische 
Centrum 








| el) 
oder indem man 
1I-)1"=gq 
setzt 
pop —2—=g la 2). 

Die Operation g, kann leicht ausgeführt werden. Ist nämlich 

A,B, dem Vektor AB gleich und parallel gezogen, so ist 
A,B, BB, B,A, 
na Bi a Br = BiB;; 

Man hat somit das Dreieck SAA, dem bekannten Dreieck 
A,B,B, ähnlich zu construiren, wodurch eine der obigen völlig 
analoge Construktion erhalten ist. 

19. Wir wollen nunmehr eine diesbezügliche Aufgabe lösen: 

Wenn die eine der beiden Figuren fest bleibt, die andere 
aber um einen willkürlichen Punkt & der Ebene gedreht wird, 
so beschreibt das Centrum der beiden Figuren einen Kreis. 

Sind A, B und A,B, in der ursprünglichen Lage der Figu- 
ren correspondirende Punkte mit den Vektoren x, 8, &,, ß,; 
i ein Einheitsvektor senkrecht zur Ebene der Figuren, x ein 
willkürlicher Skalar, so gehe durch die Drehung a, — o in 
”(z, —ao) und ß, —a in @(ß, —») über. Die Ähnlichkeit 
wird sodann ausgesprochen durch die Gleichung 


1 — 








N er re) 
B— "(PB — a) 
oder mit Benutzung eines Satzes in Art. 73 der Theorie, 
3 
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und indem wieder 
_BAı—-8 
Fer: ß En 
gesetzt wird, 
re — la, -—o)=tgP—e). 
Für das Ähnlichkeitscentrum hat man somit 
(m —a)=a — at gl —«) 
und es ist nun der Ort von 7, bei veränderlichem x zu be- 
stimmen. Dieser Zweck wird aber unmittelbar erreicht, indem 
man die zuletzt erhaltene Gleichung quadrirt. 
Man erhält dadurch | 
P— = [a —a+glo — “)] 
oder 
po (1 — Ng) — 289, [ea — aNg+ Kqla, — @)] = 
— a,” a?Ng — 2 Se,0 — 2 Sga (2, — ©) 
eine Gleichung, welche die Form 
(od — a)’=P° 
hat und somit einem Kreise angehört. Einzelne Ausnahmefälle 
sind zu erwähnen. 

Ist erstens Ng—=1, d.h. sind die beiden Figuren einander 
gleich, dann geht der Kreis in eine Gerade über, welche 
senkrecht ist zum Vektor 

a— a+ Kola, -o)=w — a — ga —a,). 
Ist bei der ursprünglichen Lage der Figuren P der Punkt der 
ersten, welcher mit ®, als Punkt der zweiten Figur betrachtet, 
correspondirt, so ist nach (A. 49) der Vektor von P 
pet l@— a), 
sodass der Vektor P» durch 
w — a — gl — a) 
dargestellt wird. Die soeben erwähnte Gerade ist somit senk- 
recht zu P». Der erhaltene Kreis geht ebenfalls in eine Gerade 
über, wenn der Punkt » ins Unendliche rückt; denn bei dieser 
Annahme gestaltet sich die vorhergehende Gleichung wie nach- 
stehend | 
Sp, (1 — Kg) Un = S.(z, — ga) Uw. 
20. Sind die Figuren nicht direet sondern umgekehrt ähn- 
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lich, so wird diese Verwandtschaft durch die Gleichung 

Ha: 

en NE 
ausgesprochen mit der Bedingung (A.49) für 2, ß, 2, ß,.- 
Setzt man nun 

1 1 

DE: N az Th 
und beachtet man, dass nach (c. 13) 
Bay = ($, — a)" (pn — a), 

so kann die Verwandtschaft auch durch 


(p 22 &) v=Y, (p, — &,) En ee det (A. 92) 
ausgedrückt werden. Hierbei genügen z, &,, %, Y%, sodann der 
Bedingung 

DICH Se Ai (A. 53) 
Fragen wir hier auch wieder, wann zwei homologe Punkte 
zusammenfallen,, so ergibt sich dessen Vektor p, aus 

fo )r=Yı (fo — %) 
und nach (f.187) wird hieraus erhalten 

Y 
Pokz= 2 Te NÖ A 
1 
Ist nun =, der Punkt P der zweiten Figur, welcher zum 
Punkte A,, als der ersten Figur angehörig betrachtet, corres- 
pondirt, so ist 


HR leo 0 Ze u 2 
somit 
Yan 
N N (or MAZB). 
Po y? zer ) 


Bezeichnet man mit S den gesuchten Doppelpunkt der Fi- 


guren, so ist deshalb 
AB? 
TBB 
d. h. der Punkt S ist auf der Geraden AP enthalten. In glei- 
cher Weise findet man, dass S liegt auf der Geraden A,Q, 


wenn Q der Punkt der ersten Figur ist, welcher zu A, als 
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Punkt der zweiten Figur betrachtet , homolog ist; und hiermit 
ist nun der Doppelpunkt auf einfache Weise als Schnittpunkt 
der zwei Geraden AP, A,Q bestimmt. Wenn die Figuren gleich 
werden, so rückt der Punkt S ins Unendliche in der Richtung 
AP oder A,Q. | 

21. Wir wenden uns jetzt zur Beantwortung der Aufgabe 
einen Punkt S und einen Vektor SX zu finden, derart dass 
die Vektoren, welche S mit zwei willkürlich gewählten ho- 
mologen Punkten verbinden, ein constantes Verhältniss haben 
und gleiche Winkel mit SX einschliessen. 

Es sei r der Punkt und A die Richtung, so sind die Be- 
dingungen des Problems in der Gleichung 

(— )r=akl(e — pn) 


oder 
( —p)A—=aAle —P) eco (A. 54) 
wo a positiv ist, enthalten. Hierzu kommt noch die Bedingung 
SA Ya ee r..(A295) 


Ausserdem besteht die Gleichung (A.52) zwischen p und p.. 

Indem man >, eliminirt, erhält man 
(r — a) — arle — a) = —a)A—ary, (p—a)y (A.56) 
eine Gleichung, welche für jeden Vektor p— x, welcher in 
der Ebene der beiden Figuren enthalten ist, stattfinden muss. 

Setzt man 

p—a=ay-y7ı 
wo x, y jeder willkürliche Wert beigelegt werden kann, so 
müssen die drei Glieder der aus (A. 56) en Glei- 
chung, nachdem dieselbe in die Form 
Entry =0 
geschrieben ist, einzeln verschwinden. Man erhält dadurch nur 
zwei ne dtidienetsn 
( — a) -— ale —a)—=0, ar 

Wenn man an die zweite Gleichung mit 7 operirt, so er- 

gibt sich 
Ty, 
rise 

Nun gehen hiermit die beiden Gleichungen in die nach- 

folgende über: 
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(r — @)ATy = rl — a,)Ty,, 09,1 =ıUy = K(Uy.). 
Die letzte Gleichung sagt aus, dass A den Winkel zwischen 
den homologen Segmenten AB, A,B, halbirt; oder 
= Uy-+ Dy,. 
Aus der ersten kann nun weiter o erhalten werden. Nach 


(f. 187) ist 





(2; — «)Ty, a le — a)ı-!Ty 13, 


— = — = „: 
78- 
BR (RN AB + & = a)Aan! ie Ty Ty: 
FR) 
Die Gerade AS fällt somit der Richtung nach mit dem Vektor 
p AB 


AA. AB, FA: 


zusammen, wenn AA, zu AN antiparallel ist in Bezug auf 
ı und die Längen dieser an Vektoren einander gleich 
kommen, wie aus der Bedeutung von A(z, — x)i! nach Art. 
111 der Theorie erhellt. AS kann somit auf einfache Weise 
construirt werden, und weil A,S zu AS in Bezug auf % anti- 
parallel ist, so ist auch die Richtung von A,S bekannt, daher 
der Punkt S als Schnittpunkt dieser en zu finden. 
Weil die Werte 


(2, — a) Ty, 2 (2, — «) a Ty Ty, 





--aı = — 
Ya ER 
6 u=— (& —e) er 4y Ty 


der Relation 

@-2)y=y1(— 2) 
Genüge leisten, wie leicht bewiesen wird, wenn man die 
Relation (A.54) zu Hülfe nimmt, so erhellt daraus, dass o ınit 
po d.h. mit dem Doppelpunkte der beiden Figuren zusam- 
menfällt. 

22. Zum Schlusse dieses Abschnittes wollen wir noch den 
schon in der Theorie angeführten Satz über umgekehrt ähn- 
liche Figuren beweisen, jedoch auf ganz andere Weise als 
dort im Art. 105* geschah. 

Dieser Satz lautet: Teilt man die Strecke zwischen je zwei 
homologen Punkten im constanten Verhältnis der Längen ho- 
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mologer Strecken der beiden Figuren, so: besteht der geome- 
trische Ort des Teilpunktes aus zwei Geraden. | 

Wird die Strecke PP, zwischen zwei homologen Punkten 
p, £, durch einen Punkt Q derart geteilt, dass 

QP:QP, =L:r, 
so ist, wenn vr den Vektor des Punktes Q bedeutet, nach 
Art. 22 der Theorie 
-(l1—)=n-ter mn an ah —a)+a — aa, 
daher in Verbindung mit (A. 52) : 
1 — =" —)yr—alkh—a)ta — eu 
oder, wenn noch p — &=r gesetzt wird, 
oe(1—a)=y, Try — arte — a0... (A.56) 
Im Allgemeinen wird 
my, Im — ar 

einen mit r veränderlichen Vektor in der Ebene der beiden 
Figuren bedeuten. Setzt man jedoch 
| Ty 
= 
d. h. nimmt man das Verhältnis der Teile QP: QP, gleich dem 
Ähnlichkeitsverhältnis der beiden Figuren, so ist 





a I (UyrUytr); 
1 


und es lässt sich leicht zeigen, dass 
V.a(Uy, EUy)=0, 
sodass © bei veränderlichem r constante Richtung behält. 
Es ist nämlich 
V(Uy, — Ur) (Uy,rUy + r)= V.Oy (UyrUÜy-r) — 
71V. UyUyr.0%, 27) (A:57) 
weil 
Uy rUy= V.Uy,rUy 
= V.UyrÜy, nach (c. 42) 
—= Uyrly, 
wegen der Complanarität von Uy, r, UYy,. Die zweite Seite 
der Gleichung (A. 58) verschwindet nun identisch. 
Die Gleichung (A.56) des geometrischen Ortes des Punktes 
co kann deshalb geschrieben werden 
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c(Ty, F Ty)=aTy, FeTy-+uTy(Uy, F Up). 

Der Punkt vr beschreibt daher eine Gerade, welche leicht 
coustruirt werden kann. 

23. Im Vorhergehenden haben wir einige Anwendungen der 
Quaternionen hauptsächlich auf dem Gebiete der Planimetrie 
gegeben. Es wird wohl keiner näheren Beleuchtung bedürfen , 
wenn wir behaupten, dass die räumliche Geometrie der Be- 
handlung mit Quaternionen grössere Vorteile bieten wird, wes- 
halb die übrigen Abschnitte ausschliesslich diesem Gegenstande 
gewidmet sind, 





DER PUNKT, DIE EBENE, DIE GERADE 
UND DIE KUGEL. 


24. Wir wollen zuerst zeigen, wie die Methode der Quater- 
nionen mit den Methoden der analytischen Geometrie in Ver- 
bindung gebracht werden kann. 

Setzen wir 

| p=atyB +27... .. 2.20... (BL) 
d.h. zerlegen wir den Vektor p nach den Richtungen x, ß, y, 
so sind z7T«, yTß, z2Ty die gewöhnlichen schiefwinkligen 
Coordinaten des durch p dargestellten Punktes P in Bezug 
auf &, ß, y als Achsen. 

Wählt man für «, 8, x Einheitsvektoren, so sind «, y, 2 
auch einfach die schiefwinkligen Coordinaten van P, und wenn 
man ins besondere &, 8, x mit einem System unter sich recht- 
winkliger Vektoren i, j, k zusammenfallen lässt, so ist stets 
nach Art. 71 der Theorie der Übergang von den Quaternionen 
nach den rechtwinkligen Coordinaten leicht auszuführen. 

25. Operirt man an (B.1) mit S.%y, so wird in Überein- 
stimmung mit (c. 45) gefunden 

__Sßyp Volumen Ppd.OPBC 
” Sßy Volumen Ppd.OABC 
wodurch eine Annäherung an die homogenen Üoordina- 
ten erhalten ist. Die Verknüpfung mit denselben kommt je- 
doch erst völlig zu Stande, wenn wir den Vektor 5 nach den 
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Richtungen vier willkürlicher Vektoren &z, 8, y, 8 zerlegen, 
also wenn wir setzen 
rast yB-kzy wen Mama (B. 2) 
Diese Zerlegung kann auf unendlich verschiedene Weise 
stattfinden; wenn wir nämlich die Componente in der Richtung - 
& willkürlich wählen, so kann die zweite Componente in der 
Ebene POA stets auf eine einzige Weise nach ß, y, 3 zerlegt 
werden. Wir können demnach zwischen «, y, 2, w noch irgend 
eine Relation annehmen. Setzen wir nun 
2er Ya uU, eh (B. 3) 
oder, was auf dieselbe Annahme hinauskommt, 
Xr= a2, Ay az, Az=a,0,, XAu=a,z, 


B. 4 
X=ar 7%, + 020,4 a,r, Ge 
so geht (B. 2) über in 
Kama tt aa y aa... (B. 5) 
oder schliesslich in ? 
Niemals ers. Be (B. 6) 


wenn noch 
a2 =, WB =a,, ay=—=a,, a9d=a, ..». (B.7) 
angenommen wird. 

Die Coeflcienten z,, &,, 23, x, der Gleichung (B. 6) haben 
nun aber eine sehr einfache Bedeutung. Denn wenn wir wieder 
von (B.6) mittelst (B. 7) nach (B. 5) übergehen, und an diese 
Gleichung mit S.(ßy +yx-+ xß) operiren, so entsteht 
XsplBr tra taeß)—=(2,a 9; t230,)S2By tz,a, Hr +yx+aß) 
oder | 
X[Splßy +72 +aß) — Saßy] = a,a,[SHBr +Y8+ aß) — Say] 
somit 

a,2,;, S(p—e)(e—B)(pr—r) Volumen Ppd.PABC 

X  SP—e)-R)R—r) Volumen Ppd.DABC’ 
wenn A, B,C, D, P die durch «2, 8, y, 3, p dargestellten 
Punkte sind. | 

Bezeichnet man schliesslich das Lot aus P auf die Ebene 
ABC gefällt mit 7, so ist 


abe ? 

















und hieraus 
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a f} b (7 e . d 
VL RE N ar A. 


acd abe "4 
er Br ; VAR 

Augenscheinlich sind @,, @,, &,, x, die homogenen Coordi- 
naten des Punktes P in Bezug auf das Fundamentaltetraeder 
ABCD. Auch kann geschrieben werden 

a2, : Ay, 50, a8, = 
Vol. PBCD : Vol. PCDA : Vol. PDAB: Vol. PABC. 

26. Wenn nun zwischen », y, z in (B.1) oder zwischen 
=, 4, 2, u in (B.2) in Verbindung mit (B.3) irgend eine 
Relation n‘®" Grades 

F(&,y,2)=C oder F (sy, 3,W)=(0,.. ..(B.8) 
angenommen wird, so beschreibt der Punkt P eine Fläche nt“ 
Grades. Anstatt der zweiten der Gleichungen (B.8) kann nun 
auch 

Ufer seh ee) = ODTIR (B. 9) 
treten, wo’ U eine homogene Funktion n'%" Grades von &,, 
EIN AL 2 «18t. 

Die erste der Gleichungen (B.8) und die Gleichung (B.1) 
bilden zusammen die gewöhnliche Skalargleichung der 
Fläche, während das System der Gleichungen (B. 6), (B. 9) 
die homogene Skalargleichung der Fläche genannt werden kann. 

Es ist hieraus ersichtlich, dass alle Betrachtungen, welche 
in der analytischen Geometrie bei homogenen Coordinaten an- 
gestellt werden, ohne Weiteres auch in der Methode der Qua- 
ternionen anwendbar bleiben, sodass eine nähere Erörterung 
überflüssig sein würde, zumal die Symbole der Quaternionen- 
rechnung keine weitere Anwendung dabei finden. 

Anders aber gestaltet sich die Sache bei der Benutzung der 
Gleichungen 

=». -+yß+27, Fle,y, J=C. 


Hierbei ist nämlich 








Sßyp Syap Sepp 
Pa SER IT age IB ER (B. 10) 
Setzt man nun weiter 
= Sa, BıYı Vßr —%, 7 Sa, BıYı Vya an Br; 
— Sa,Bıyı VaR=Yı re. (BSP) 


somit 
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— (S&,8,9,)? 8. VB» Vya Vaß = Sa, ßıYı 
und beachtet man die Gleichung 
S.Vßy VyaVaß = — (Saıßy)?, 
welche im Art. 159 der Theorie bewiesen ist, so ergibt sich 
Szßy Sa, Byı = —|1 
daher 
Ver=a,Saßy, Vye=Pß,Saßy, Vaß=y,Saßy . (B. 12) 
Hieraus folgt nun aber weiter 
Sa, =1, Saß, = Say, = 0 
und 
82,89, —=VRır., BSa Br, —=Vyrı2, 788,89, —Va,P,. (B. 13) 
Aus (B.1) (B.10) entstehen jetzt die nachfolgenden Glei- 
chungen 
pSz, 89, = «VBır, +yVyızı + 2Vyıaı - - - (B. 14) 
280, y Pr 2 FM: (B. 15) 
in Übereinstimmung mit (c.46) und die Skalargleichung der 
Fläche lautet 
Sa Day op Gr ne ‚DeEn) 
27. Die ursprüngliche Gleichung 
Fa, y, 2)= C 
gestattet im Allgemeinen die Grössen x, y, z mittelst zwei 
unabhängig veränderlicher Skalaren u, v auszudrücken, Dadurch 
geht (B. 1) über in 
=, wvV)e +9, (sv) P-+9,(mv)y ... . (B.17) 
eine Gleichung, welche wir die Vektorgleichung der 
Fläche nennen. 

Zwei Gleichungen von der Form (B. 16) zusammen bilden 
die Skalargleichungen einer Curve im Raume oder in der Ebene 
und die Vektorgleichung einer Curve enthält nur eine verän- 
liche Skalargrösse 

eh Wet WRHrRWYr. .:... (B. 18) 

28. Nachdem nun diese allgemeinen Principien dargelegt sind, 
wenden wir uns der speciellen Betrachtung des Punktes und 
der relativen Lage mehrerer Punkte im Raume zu. 

Im Art. 22 der Theorie, Gleichung (a. 37), haben wir schon 
gesehen, dass der Vektor p eines Punktes P der Geraden AB, 
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welche die Punkte #, 8 verbindet, oder deren Benin gelten 
ausgedrückt werden kann durch 


20 + yß AP 
= a wenn ec (B. 19) 


Für Punkte auf der Strecke AB ist y: x positiv. Speciell ist 
für die Mitte der Strecke 








ed Een 
I : 


und für den unendlich fernen Punkt 
v=k& — ß), Lmk=o. 
Das Doppelverhältnis des Punktepaares ?, p, zum Punkte- 
paare &, ß ist 


2 0 PD Ba —B 


und es besteht harmonische Lage der Punkte, wenn 





A Ram 
Ser Da Ee 

Diese Gleichung schliesst jedoch die harmonische Lage der 
vier Punkte nicht unbedingt ein, wenn nicht hinzugefügt 
wird, dass die Punkte p, p,, &, ß in einer Geraden enthalten 
sind. Wohl kann aus derselben unmittelbar geschlossen wer- 
den, dass p, p,, &, ß vier in einer Ebene enthaltene Punkte 
sind. Zu jedem Punkte 5 im Raume kann jedoch der zugehörige 
Punkt 7, in folgender Weise construirt werden. 

Man lege eine Ebene durch die Punkte 7, &, ß oder P, A, 
B und verlängere AP mit PA, =AP. Nun construire man das 
Dreieck AABoDAA,AB, so dass A’ und A, an verschiedene 
Seiten von AB liegen. Die Mitte von AA’ ist der gesuchte 
Punkt P,. Denn, weil AAABWDAA,AB, so ist auch 
NA,PBnAAPB, daher 

PANNE ABNE DA 

PB} 2>P;Bunl PB) 
‘ Die Punkte P, P, sind mit A, B concyclisch, wie leicht 
bewiesen wird. Man könnte die Verwandtschaft zwischen den 
Punkten P,P,,A,B die allgemeine harmonische Verwandtschaft 
nennen. 
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29. Die Grösse 
RirE Ra Para 
PB n—R' 
welche mit der Bedingung verbunden, dass p, 2, &, ß ter- 
minocollinear sind, das Doppelverhältnis der Punktepaare P, 
P,; A, B ausdrückt, ist für vier willkürliche Punkte einem 
Quaternion gleich. Setzen wir 
rBnreren 3 @—- 9): —(@— Ag B.21) 
so kann q eh M ee Wahl von «, 8, p 
nicht beliebig gewählt werden, weil Ax.g senkrecht sein muss 
zum Vektor (pr — 2) (pr — PB) (x — ß). 
Wir wollen nun im weiteren voraussetzen &, 8, g seien 
beliebig angenommen; ist Ax.g|]A, so ergibt sich 


Hu— le) — M)—0 

















ag oder 





oder 
prS(z — B)R — S.p[Blz — B)A + are — PB)] + SHRPle — BO. 
Der Punkt p ist somit auf eine durch die Punkte &, ß 
hindurchgehende Kugelfläche beschränkt. 


Indem man auf die aus (B. 21) hervorgehende Gleichnng 
(r — &) (fı —®) 
ee 
mit S. operirt, erhält man für den geometrischen Ort des 
Punktes 7, die nämliche Kugelfläche. | 
Die Gleichung (B. 21) stellt daher bei willkürlich angenom- 
menen &, 8, g eine Correspondenz auf einer Kugelfläche dar. 
Wählt man einen willkürlichen Punkt P der ersten Figur, 
so kann der zugehörige Punkt P, leicht construirt werden. 
Legt man nämlich durch PAB eine Ebene und construirt das 
Dreieck ACB dem Dreieck PAB ähnlich, so dass C und P an 
verschiedenen Seiten von AB so ist 
PA 


AC=ppAB= 7 @-) 


daher AO 4 Ax.g. Es sei nun a Wenn sodann 
noch in der Ebene ADB das Dreieck, P, AB dem anderen ADB 
ähnlich construirt wird, so ist P, gefunden. 
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Beschreibt der Punkt P den gewählten ebenen Kreisschnitt 
der Kugelfläche, so beschreibt der Punkt C die Gerade AC, D 
ebenfalls die Gerade AD und P, endlich durchläuft einen anderen 
Kreisschnitt der Kugelfläche. 

Aus dem: Vorhergehenden erhellt unmittelbar, dass die Ge- 
raden AC und AD die Kugelfläche berühren. Weil aber der 
Quotient dieser Vektoren dem gegebenen Quaternion g gleich 
ist, so wird die Kugel aus den gegebenen Grössen z, ß, q 
leicht construirt. Indem A und B umgetauscht werden, erhält 
man eine zweite Kugelfläche, auf der x und 7, enthalten sein 
können. | 

Nur wenn g eine skalare Grösse ist, sodass Ax.g unbestimmt 
wird, stellt (B. 21) eine allgemeine Verwandtschaft zwischen 
zwei Punkten im Raume dar und ein correspondirendes Punkte- 
paar kann in ähnlicher Weise wie bei der allgemeinen harmo- 
nischen Verwandtschaft construirt werden. 

30. Wenn drei Punkte «, 8, x gegeben sind, so ist 

TV@—a)y —e)=TV(fr +Y“-+ aß) 
dem doppelten Inhalte des aus denselben gebildeten Dreiecks 
gleich, und UV(ßy-+yx-+.xß) ist der zur Ebene desselben 
senkrechte Einheitsvektor. Diese Ergebnisse sind gelegentlich 
schon mehrmals benutzt worden. 

Befinden sich in den Punkten &,, &,,....&, Massen m, , 
Myy....Mn, So wird der Schwerpunkt dieses Massensystems 
gesucht. Der Schwerpunkt ., der Massen m,, m, ist nach 
(B. 19) bestimmt durch 

(m, + m,)p, = m,pı + my ps. 
Derjenige der Masse m, + m, im Punkte 7, und der Masse 
m, in «, ist ebenfalls bestimmt durch 
(m, + m; + m,)p, = (m, + m,)p, + m; %, 
— M,%, + My&, + My%;, 
sodass wir für den Schwerpunkt vo des ganzen Systems schliessen 


Einige Anwendungen mögen hier eingeschaltet werden. 
1°. Es seien zwei Vierseiten A,B,C,D,, A,B,C,D, gegeben. 
Wenn nun Vektoren OA, OB, OC, OD gezogen werden, welche 
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den Vektoren A,A,, B,B,, C,C,, D,D, gleich sind, so werden 
vier Massen, welche den Volumen OBCD, OADC, ODAB, 
OCBA proportional sind, denselben Schwerpunkt haben, mö- 
gen dieselben in A,, B,, C,, D,. oder in A,, B,, C,, D, sich 
befinden. 

Es seien A,,B,, C,, D,: A, .B,, C,,’D, durch die’Vek- 
toren 3,845 Yan An Zaı) B45° 9%, 3,0%, gegeben in; Bezug auf O 
als Vektorenursprung und es seien noch 

— ma, ,—A=ß, n—Y=r:%,—9%—=9% (B. 28) 
gesetzt. Die Volumina der Vierseiten OBCD, OADGC u. s. w. 
sind sodann proportional zu 

SBy3, 823% , aß, SYßa 
und man hat zu zeigen 
a, Sßyd + 8,8239 + Y,Sd2ß 49, 5yßa — 
| — 4,8ßy9 + B,828y + 9,8928 4 9,8yßa 
oder mit Bezug auf (B. 23) 
xSBy8 + 88239 + 9Saß —= ISyßa — 0. 

Diese Gleichung ist aber nach (c. 45) eine Identität. 

2%, Wenn man auf die Perpendikel, aus den Ecken einer 
Vierseite ABCD auf die correspondirenden Seiten einer zweiten 
Vierseite A,B,C,D, gefällt, Strecken AA’, BB’, CC’, DD’ nimmt, 
welche den Längen der Perpendikel aus A, B, C,D, auf 
die gegenüberliegenden Seiten der Vierseite A,B,0,D, gefällt 
umgekehrt proportional sind, so haben die Vierseiten A’B'C'D, 
ABCD denselben Schwerpunkt. 

Es seien #, ß, 9, d; 2, ß), 71 9%, die Ecken der zwei 
Vierseiten. Die Ebene, durch die Punkte B,, C,, D, gelegt, ist 
nach Art. 95 der Theorie 


Sp/lRırı + Yıdı + AB) — SPıYı9ı =. 
Es sei weiter &, + &V(ß,Yı + 91% 4 %,8,) der Fusspunkt des 
Lotes aus A, auf diese Ebene gefällt, so ist 
S2 (Br + Na + AB) -eN VAN +NI+ A) - SAND, 
sodass jenes Lot ist 
SBrıdı — Sr + Sr Sr ! 
MRırı + 719, + ıPı) 
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In gleicher Weise wird für das Lot aus B, auf die Ebene 
C,D,A, gefällt, gefunden 
— Bırıdı +99 — DAB + Sat: 
Var +99 rt 9%) 
u.s. w., sodass Strecken, welche diesen Loten umgekehrt pro- 
portional sind, durch 
cVAıyı + Yı9ı + Br)» —e/laıy, + rı9ı + 9%); 
cV(z,8, + RB +92), — eV aß, +Rırı +Yı1%) 
dargestellt werden müssen. Die Punkte A’B'C'D’ haben somit 
die Vektoren 
« = a+.cV(ßıyı + Yıdı + 9ıß}) 
=R—eVla,y, +Yı9ı + 9%) 
y=r+.cVlaß, + B2, +2«,) 
I—=°—c Va,ß, + Br +98) 
und weil nun 
«re Fr HI —=e Herr +3 
so ist der Satz bewiesen. 
31. Im Artikel 22 der Theorie haben wir gesehen, dass, 
wenn &, ß zwei beliebige Vektoren OA, OB bedeuten, 
p=za-tyß . 
ein Vektor OP in der Ebene jener ist und dass z«T«, yT'ß 
die Längen der Componenten von p in den Richtungen von 
&@, 8 sind;-somit gilt die Relation 
x sin ZPOB Tß 
y sin ZPOA Tz 
und wenn wir noch den Vektor p,) =2,2-+y,ß8 ziehen, so ist 


2 se 
Yu 
das Doppelverhältnis der Vektoren p, p, zu 2, 8. Weil aber 
VB Vap 





ae he 


so kann auch für jenes Doppelverhältnis geschrieben werden 





z VoBmartß 
Fa VER (B. 24) 
und die vier Vektoren bilden ein harmonisches Büschel, wenn 
V V 





Vox —_— Vp,& opfern 0. in Ve,;e arre 
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Die Gleichung (B. 25) schliesst aber auch unbedingt die har- 
monische Verwandtschaft der vier gewählten Vektoren ein. 
Denn schreibt man dieselbe in die Form 








VrBVpa _ _VnBVp“ 
V?ox V?%,« 
und operirt mit V, so wird erhalten 
pSaep _ __ mSaPr, 
Va V’p, 


Die Voraussetzung p, =. ergibt eine Absurdität; somit 

muss 

Saßp = Saßp, = 0 
sein und nun spricht (B. 25) unmittelbar die harmonische Ver- 
wandtschaft aus. 

32. Für vier willkürliche Vektoren 9, p,, &, 8 ist die Grösse 
D im allgemeinen ein Quaternion. 

Dass die vier gewählten Vektoren complanar sind, kann 
leiebt dadurch ausgedrückt werden, dass dieselben sämtlich zu 
einem einzigen Vektor A senkrecht sind. Wir fragen nun das 
Doppelverhältnis der Vektoren 

Vixz, Viß, Viy, VrB, 
wenn &, ß, y, 3 willkürliche Vektoren bedeuten. 

Nach (c. 45) ist 

vSaßı = aSßry + BSray + 1S2ßy 
9S2ßr — aSßr8 + BSrad —+ ASzß9. 

Setzt man die hieraus erhaltenen Werte für %, d in die Aus- 
drücke VAy, Vrö, so werden die vier gegebenen Vektoren 

Vha, Vaß, Vaa . + Prß a ‚Pia Be + Vaß a 
wodurch man den im vorigen Artikel erörterten Fall erhalten 
hat. Das gesuchte Doppelverhältnis ist somit 
__SBry , SBr8 SAßy , SAßd 
I Say Sad Say Ha" 
und dieses Resultat wird uns nachher nützlich sein. 

33. Wir wollen nun weiter zur Betrachtung der Ebene 
übergehen. Wenn wir dieselbe als die Fläche ersten Grades 
definiren, so ist es leicht hieraus die Quaterniongleichung der 
Ebene zu finden. 























E: 
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Es ist sodann nämlich 
p=ar +yRß+2Y 
mit 
aa+-by+eaetd=0.....:... (B. 27) 
zu verbinden. Wenden wir nun die Transformation des Artikels 
26 an und beachten speciell die Gleichung (B.15), so geht 
(B. 27) über in 
S(az, HR, Tor,» +d=0. 
Führt man anstatt ax, +5@, + cy, einen neuen Vektor — A 
ein, so wird die Gleichung der Ebene 
SA RE RE TREE (B. 28) 
Die geometrische Bedeutung derselben ist evident. Nach 
(c. 24) folgt hieraus nämlich 


TpTa cos LE — —d 
somit 
Tp cos Z - — constant. 


Die Gleichung (B. 28) sagt somit aus, dass die Projection 
der Verbindungsgeraden OP des Vektorenursprungs O mit einem 
beliebigen Punkte P der Ebene auf die Richtung A constante 
Länge hat. Der Vektor A ist somit der Normale der Ebene 
parallel. 

Zwei Ebenen sind einander parallel, wenn ihre Gleichungen 
die Form haben | 

Sap=d, Siao=e. 

Im allgemeinen ist der Winkel zwischen zwei Ebenen 

Sıp—=d, Sup=e 
dem Winkel zwischen den Vektoren A, # gleich. Dieselben 
sind senkrecht zu einander, wenn die Bedingung S%—0 er- 
füllt wird. Die Ebenen 

SAp—=d, Savp—e, 
wo A, v willkürliche Vektoren bedeuten, werden daher stets 
sich rechtwinklig schneiden. 

Schreibt man die Gleichung der Ebene wie nachstehend 

SP N ca (B. 29) 


ol 


so wollen wir dieselbe die gewöhnliche Gleichung der Ebene 
nennen. 

Im Artikel 95 der Theorie sahen wir schon, dass die Glei- 
chung der Ebene, welche durch den Punkt & senkrecht zum 
Vektor 8 gebracht wird, ist 





Se Br) 
ß 
oder wenn mit x&* multiplieirt wird, 
Sa a: RL HABA (B. 30) 


und weiter, dass die Gleichung der Ebene, welche die drei 
gegebenen Punkte z&, 8, y enthält, in der Form 

Sy Hy2 +aß)=Saßy ...... (B. 31) 
erscheint. 

Wir wollen nicht näher auf diese Formen eingehen. Nur 
mögen einige Grössen, welche bei den Anwendungen mehr- 
mals vorkommen, angegeben werden und im allgemeinen sei 
dabei die Form (B. 30) benutzt, welche durch die Voraussetzung 
Saß = d unmittelbar in (B. 28) übergeht. 

34. Wir suchen nun zuerst das Lot, aus einem willkürlichen 
Punkte x auf die Ebene gefällt, zu bestimmen, 

Weil ß die Normale der Ebene darstellt, so kann für den 
Fusspunkt jenes Lotes gesetzt werden 

p=r+aß, 
und die Substitution dieses Wertes in (B. 30) ergibt 
2? —= — S(r — aß, 


somit 
p=r— AS — ao)... 2... (B. 32) 
Das Lot selbst ist hiernach durch 
1 — ABIT —o)B..... Fe Bas) 


dargestellt und die Länge beträgt + S(r — «)Uß, ein Resul- 
tat, welches sehr leicht behalten werden kann. 

Specieller wird die Senkrechte, aus dem Vektorenursprung 
auf die Ebene gefällt, durch 

B-'Sxß 

dargestellt, und wenn wir die gewöhnliche Form der Ebenen- 
gleichung gewählt hätten, so wäre dieser Ausdruck einfach in 
ß-! übergegangen. 
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Die Distanz zweier parallelen Ebenen 
Sap=a, Sap=b 
kann nun auch leicht angegeben werden. Es ist dieselbe näm- 
lich, wenn aus dem Punkte P(r) eine Senkrechte auf beide 
gefällt wird, 
a US — a) + @1S(ra — b) = (a — b)a. 
35. Die Aufgabe: die Durchschnittsgerade zweier Ebenen 
Sa a SPo 
zu bestimmen, ist schon im Art. 179 der Theorie ausführlich 
erörtert. Es wurde daselbst gefunden (f. 212) 


= + aVap 





oder 
VeVaß=aß — ba. 

Wie in der analytischen Geometrie kann weiter auch hier 

dargetan werden, dass die Gleichung 
(Sep — a) tk(Sp —b)=0...:.. (B. 34) 
wo k eine beliebige skalare Grösse ist, eine jene Durchschnitts- 
gerade enthaltende Ebene ist, sodass bei veränderlichem % ein 
Ebenenbüschel erhalten ist. Und indem man aus (B. 34) k auf- 
löst und die Relation (B. 33) beachtet, so erkennt man un- 
mittelbar, dass u: dem negativen Verhältnis der Längen der 
Perpendikel gleich kommt, welche aus einem Punkte der Ebene 
(B. 34) auf die Ebenen 
Sap=a, Sp—=b 

gefällt werden, sodass wenn %,, %k, die Werte der skalaren 
Grösse k in (B. 34) sind, welche zwei Ebenen des Büschels 
angehören, das Doppelverhältnis dieses Ebenenpaares zum ge- 
gebenen wieder durch %, :%k, ausgedrückt wird. 

Die Bedingung, welche ausdrückt, dass drei Ebenen 

Spa, Sfo=b, Sypp=c 
eine gemeinsame Gerade enthalten, kann wie in der analpyti- 
schen Geometrie in zwei Formen angegeben werden. In diesem 
Falle sind nämlich die Normalen, zu jenen Ebenen z, 8, y 
aus einem Punkte gezogen, complanar, somit 
Saßy =. 
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Dieselbe Relation wird erhalten, wenn wir p aus den beiden 
ersteren Gleichungen auflösen und den erhaltenen Wert in die 
dritte Gleichung einsetzen. Es ergibt sich dann weiter 

S(aVßy +bVyz + cVaß)Vaß=0, 
oder weil der Gleichung 


Saßy = 0 
zufolge | 
aVßy +bVyz + cVaß 
der Richtung nach mit Vaß zusammenfällt 
aVßy +b5Vyxz-+cVeaß=0...... (B. 35) 


und dies ist die eine der erwähnten Formen. 

Auf andere Weise ergibt sich, dass den Ebenen eine Gerade 
gemeinsam ist, wenn drei skalare Grössen v, y, z gefunden 
werden können, derart, dass die Summe 

2(Sap — a) + y(Sßp — 5) + 2(9p — c) 
identisch verschwindet. 

Der Durchschnittspunkt dreier beliebigen Ebenen ist im 
Art. 179 der Theorie schon bestimmt. Es wird für jetzt ge- 
 nügen zu bemerken, dass dieser Punkt ins Unendliche fällt, 
wenn 

Saßy = 0 
ohne die Gültigkeit der Gleichung (B. 35) anzunehmen. 
Im allgemeinen wird 
a (Sap -— a) + y(Sßp — b) + 2 (Syp — b) = 
eine Ebene darstellen, welche den Schnittpunkt der drei ge- 
gebenen Ebenen enthält, und vier Ebenen 
Sepr=a, Sßp=b, Sypr=c, Sp=—=d 
gehen durch einen Punkt, entweder wenn vier Skalare x, y, 
z, u gefunden werden können, welche die Summe 
2(Sap — a) + y(S@p — 5) + 2 (89 — 0) + u(Sde — d) 

identisch verschwinden machen, oder wenn 

asßyd — bSzyd + cSaßd — dSaßy =0, 
wie man findet, wenn man p nach Art. 179 der Theorie aus 
den ersteren drei Gleichungen auflöst und den erhaltenen Wert 
in die vierte einträgt. 

36. Bevor wir jetzt zur Geraden übergehen, wollen wir un- 
tersuchen, wie zwei Räume mittelst Quaternionen projektivisch 
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auf einander bezogen werden können oder vielmehr specieller 
wie die Collinearität der Räume ausgedrückt wird. 

Es seien &,, &, &s, &4, &, fünf beliebig gewählte feste Punkte 
A,, A,,... A, des einen Systems, denen die Punkte, ß,, ß,» 
ß@;, ß,, ß, oder B,, B,,...B, des anderen entsprechen, wäh- 
rend wir mit p, co zwei entsprechende variable Punkte P, Q 
des Raumes bezeichnen. 

Bringt man ein Ebenenbüschel durch die Gerade A, A, wel- 
ches die Punkte A,, A,, A,, P enthält und ein entsprechendes 
durch B, B, und die Punkte B,,B,,B,,Q, so müssen die Dop- 
pelverhältnisse gleich sein. Nun ist das Doppelverhältnis des 
ersten Büschels demjenigen der Vektoren 

Va, — 2,)(& — 2), Va, — 2,) (2 — &,); 
Via, — 8.) (8 — 25), Va — %,) (8 — P) 
gleich und dasselbe beträgt somit nach Art. 32 
S&, — %)(@, — &,) (&, — %;) Sa, — %) (&, — 2%) (&ı — P) 
Sa, — @,) (2; — 2) (a, — 2) Io — a) — @) (an —p) 
_ DM, SA; 4 
Sen aa 
wenn der Kürze halber 
Vaaz ta Fam), Vaio, I 80; + 20) A, 
Da, a, A, DR, = 0 
gesetzt wird. Bezeichnet man die Grössen, welche aus diesen 
Ausdrücken hervorgehen, wenn man darin @,, &,... durch 
ßı, Ba... ersetzt, mit %,, %,, d;, d,, 80 liefert die Gleich- 
heit jener Doppelverhältnisse die Relation 

Sr, — a Dieb, . Il; By, — b;. 

Sauer San Sa SER 

In gleicher Weise erhält man, anf Ebenenhtschel durch 
A,A,, B,B, und auch noch durch A,A,, B,B, gelegt wer- 
den, bei Einführung ähnlicher Abkürzungen 
SA,p — a, Sm — m Sne—b, Sanß;—b 
Sy S,,—a Swue—b Sa,ß,—b, | (B. 37) 
IH, na Seeds, 
Sı,p—a, Srı,a,—a, Sus—b, Sa,ß,; —b, 

May; +02, 2%), , Vlaa, +00, 40,0 —%, 


IR, U, , I, %&, = Ay. 








(B. 36) 
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Setzt man nun weiter allgemein 
A; a; 


SA;2, — G; 5 SAa,—- 4; 
Ba LE IE ve 
Saß,—b; e Sa;ßs—bi; ji 


so hat man die &,, n;, c;, d; als gegebene Grössen zu betrach- 
ten und die Gleichungen (B. 36) (B. 37) gehen über in die 
nachstehende 
Bu Sme—d,, 
Ser Me ee): 1.2.20: 38) 
Nun seien noch drei ganz beliebige Vektoren &,, &,, £; 
gewählt und die drei Produkte dieser Vektoren mit den ent- 
sprechenden der Gleichungen (B. 38) addirt. Dann entstehen 
in den Zählern Ausdrücke von der Form der dreigliedrigen 
Grundform der linearen Vektorfunktion, der wir im Art. 158 
der Theorie begegneten. Setzen wir nun 
258: =dp, Z&;Sne—=Ye, 
wo ®, % lineare Vektorfunktionen bedeuten, und weiter 
zZui=y, EUE=2, 
so wird aus (B. 38) erhalten 
PP—r ye—2 
See (B. 39) 
und diese Gleichung enthält die allgemeine projektivische Ver- 
wandtschaft zweier Räume. Man ersieht leicht, dass im allge- 
meinen aus jeder Gleichung dieser Form drei Skalargleichungen 
von der Gestalt (B. 35) folgen müssen. 
37. Wenn eine Relation von der Form 
Pa vo+ß 
KEPErTer NET hollon; ui‘ (B. 40) 
zwischen den beiden Vektoren p, v gegeben ist, so kann leicht 
co in p ausgedrückt werden. Man operire nämlich an diese Glei- 
chung mit S.V18,, so wird erhalten 


SPUR +) _ Sr + VR, 
Sz, pt a IE Sl 
woraus Sß,r aufgelöst werden kann. Die Substitution dieses 
Wertes in (B.40) ergibt den Wert von ds, woraus wieder o 
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durch Operation mit vw! erhalten wird. Das Resultat 
SBy—Iß, —b 
1 Dane} Wr, FI Eee si) 
HT TR, a 


kann in die Form 


geschrieben werden, wenn 
= ler IR, — b)yIDp — VTIBSCDYTIB, — &,)Pp 
2, = VIa(SEV IE, — 5) — PRIV IR, — a) 
a Dy—R, a 200 Say1ß, mA 
gesetzt wird. Weil 
u Spd,'#= + Sa,# 
Sp&, + %&, 
so ist augenscheinlich, dass der Grad einer Skalarfunktion Fr 
durch projektivische Transformation nicht geändert werden kann, 
somit die Ordnung zweier entsprechenden Flächen übereinstim- 
men muss. 

Es ist unmittelbar klar, dass bei Annahme der Relation 
(B. 40) der Ebene Sz,e +a=0 die andere SB, r +b=0 ent- 
sprechen muss. 

Einem unendlich fernen Punkt in der Richtung 7 entspricht 
im zweiten Raume nach (B.41) der Punkt 
nen OP x 
Sx,p 

Wenn man an diese Gleichung mit S.9,'"!2, operirt, so 

entsteht 





Seo, ta, =1 

als Ort der Punkte des zweiten Systems, welche den unend- 
lich fernen Punkten des ersten entsprechen. 

38. Wir wollen nun weiter die Gerade betrachten. 

Im Artikel 94 der Theorie fanden wir schon, dass 

Be) oder Vp—a)ß=0....(B.42) 

wenn mit 8° multiplicirt wird, die Gleichung einer Geraden 
ist, welche durch den Punkt & dem Vektor 8 parallel gezogen 
wird, und dass 





Ver —- a) B—-e)=0......:: (B. 43) 
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die Gleichung der Geraden ist, welche die Punkte x, 8 ver- 
bindet. 
Die erste Gleichung ist gleichbedeutend mit p — a =xzß 
oder mit 
p=etaß, 
wenn x eine veränderliche skalare Grösse bedeutet. 
Der Winkel zweier Geraden ist somit bekannt, wenn man 
deren Gleichungen in die Form 
Ve — ea) R=0, Vo — «,)B, = 
schreibt, nämlich jener Winkel ist demjenigen des Quater- 
nionen ß:ß, gleich. Die Geraden sind einander parallel, wenn 
ß, =Rß oder Vßß,—=0; senkrecht zu einander, wenn Sßß, —I. 
Wenn eine Ebene und eine Gerade 
Sp — eo) =0, Vlp — y)d = 0 
gegeben sind, so wird gefragt den Schnittpunkt zu bestimmen. 
Trägt man den Vektor eines Punktes der Geraden 
=y+® 
in die Gleichung der Ebene ein, so entsteht 
25ß = Sa — y)ß 
und der gesuchte Punkt ist daher 


Da S(& — y)ß 
pe=y+23 5 





Die Gerade ist somit der Ebene parallel, wenn 
SR—=0, Sa — y)ß2 0. 
Sind jedoch die beiden Bedingungen 
SR —=0, S[e — y)B=0 
zugleich erfüllt, so wird die gegebene Ebene die Gerade ganz 
enthalten. Aus diesen Relationen ergibt sich 
B=zVilz — y). 
Die Ebene | 
S(p — a)d) (x — Y)=0 oder Spilz — yY) = Say 
wird somit bei willkürlichem Werte von & die Gerade 
Ver —y)=0 
ganz enthalten. Setzt man @=y-+-«, so geht die Gleichung 
der Ebene über in 


S(p — Y)da =). 
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Im allgemeinen ist der Winkel zwischen der Geraden und 
der Normale zur Ebene gleich Z8:3. Die Gerade ist somit 
senkrecht zur Ebene, wenn 

Vß = 0. 

39. Es wird die Gleichung der Ebene gesucht, welche den 

Punkt = und die Gerade 


el 
enthält. Ist 
NS Flauunn 22) Da 1 21 er RZ (B. 44) 
diese Ebene, so muss ihrer Gleichung genügt werden durch 
p=a- uß 


für alle Werte von u; daher muss 
S(r — 2) =0, SB — 0 
somit 
I—= VPAlr —e), 
wie man auch erhalten hätte durch die Betrachtung, dass die 
Normale $ zur Ebene senkrecht sein muss zu den beiden 
Vektoren ß und = — a. 
Die Gleichung der gesuchten Ebene (B. 44) wird nun 
S(p — a)Bß(r — a)=0 oder SHplr — &) = SPra 
in Übereinstimmung mit dem vorhergehenden Artikel. 
Wir suchen nun weiter das Lot aus dem Punkte r auf die 
Gerade 
Ver —-)B=0 .......0: (B. 45) 
Dieses Lot muss senkrecht zu ß und zur Normale 3 der den 
Punkt und die Gerade enthaltenden Ebene sein. Man kann 
somit für dessen Fusspunkt setzen 
e=r-+a&V.BVelr — e) 
= r+.a[ßHr — a) — BSB(r — @)]. 
Die Substitution in (B. 45) ergibt 
1+.B=0,2e=— 97, 
sodass der Fusspunkt übergeht in 
p=a-+ Rr1S(r — e) 
und das Lot selbst ist 
= —- e—B7Vler —e)R Rt. 100.8 (B. 46) 
Seine Länge wird durch die Formel 
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TV(r — «)Uß 
dargestellt, welche wieder leicht behalten werden kann. 

Wir hätten zur Erreichung desselben Zweckes auch für den 

Fusspunkt einfach 
p=Sr+r 
setzen können, wo so den Bedingungen 
V(r—+o — o)6=0, Sß—=0 

unterworfen ist. Aus der ersten Gleichung ergibt sich 

e=a— r-xß, sodann Sß(x — m) + zß?=0 
daher weiter 

e=a.— m — BTISßlxz — Fr), u.s.w. 

Die Gleichung der Geraden, welche aus dem Punkte 
senkrecht zur Geraden (B.45) gezogen wird, kann nun un- 
mittelbar hingeschrieben werden. Es ist dieselbe nämlich 

Vor — m) =) 
oder nach (B. 46) 
Ve — FR! V (a — oJ) B =. 

40. Wir können nun auch die Gleichung einer Ebene be- 
stimmen, welche verschiedenen Bedingungen genügt. 

Soll zum Beispiel die Ebene die Gerade 


Ve — a)B— 0 
enthalten, und senkrecht stehen zur Ebene 
Sp — y)2 =, 


so muss das Lot senkrecht zu 8 und 3 sein und die Ebene 
muss den Punkt & enthalten; somit ist 
Sp — «JR = 0, 
die gesuchte Gleichung. 
Soll die Ebene die erste der Geraden 
K—o)B=0, Vo— m) =0 .... (B.47) 
enthalten und der zweiten parallel sein, so muss das Lot 
senkrecht zu 8, 8, sein; somit ist die gesuchte Gleichung 
S(p — @)BB, =. 

Wenn die nämlichen Geraden (B. 46) gegeben sind, so 
wird die Bedingung gesucht, welche erfüllt sein muss, damit 
dieselben sich durchschneiden. 

Es soll sodann der Wert 
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auch der zweiten Gleichung genügen; demnach muss die 
Gleichung 
V(a — @,)ß, + x VRR, = 0 
bestehen. Wenn man nun an dieselbe mit $.8 operirt, so 
wird die Bedingung erhalten 
SEENBRR—IN INN ER (B. 50) 

Ist dieselbe erfüllt, so ist es leicht, die Gleichung der Ebene 
zu bestimmen, welche die beiden Geraden enthält. Die Nor- 
male zu jener Ebene soll nämlich senkrecht zu den Vektoren 
ß, ß, sein, und weil die Ebene den Punkt « enthält, so ist 
die gesuchte Gleichung 

S(p — @) BB, —. 

Der Schnittpunkt der Geraden kann auch leicht bestimmt 
werden. Für denselben gelten nämlich die Gleichungen (B. 48) 
(B. 49). Aus der letzteren folgt 
fa V (a, -- JR, 

Vor 
somit nach (B. 47) 
_ @Va,6ı —P, Veß-+ Sa6ß,, 





VaR, 
41. Unter der Bedingung (B. 50) ist weiter 
IKe— a ek — a), =0..::. (B. 51) 


die Gleichung einer Geraden, welche durch den Schnittpunkt 
der gegebenen Geraden hindurchgeht und in der Ebene jener 
Geraden enthalten ist. Denn die Operation an (B. 50) mit S.ß, 
ergibt 
S(p TH &) BR, —=(, 
d.h. der Punkt p genügt der Gleichung der durch die Geraden 
gelegten Ebene. Die Grösse 
ea) __ TR TVYo— »)UPß 
FT y%—a, TB TVeo—a)Uß, 
ist wieder nach Art. 39 dem Produkte gleich aus der Constan- 
ten — 78: 78, mit dem Verhältnis der Längen der Perpen- 
dikel aus einem Punkte der Geraden (B. 51) auf die gegebenen 
Geraden gefällt. 
Wenn die Geraden (B.47) sich nicht schneiden , so folgt 
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aus (B.51) durch Operation mit 8.8 und auch mit S$.ß, 
Se — AR, —0, Sp — a)AR, —®. 

Diese Gleichungen sind aber nach dem im Anfange des 
Artikels 40 Erörterten diejenigen der Ebenen durch je eine 
Gerade parallel zur andern gelegt. Es folgt hieraus somit 
Te = und die Gleichung (B. 51) wird nun 

Ve(ß+&ß)=0; 
d.h. sie stellt die unendlich fernen Punkte in einer den beiden 
gegebenen Geraden parallelen Ebene dar. 

42. Eine letzte Aufgabe die beiden Geraden betreffend ist, 
wenn die Bedingung (B.49) nicht erfüllt ist, die kürzeste 
Entfernung der Geraden zu bestimmen. 

Dieses für spätere Anwendungen wichtige Problem wollen 
wir auf zwei ganz verschiedene Weisen lösen. Es seien erstens 
= atuß, + uß, 
die Fusspunkte der kürzesten Entfernung auf den beiden Ge- 

raden, so ist 


Se — 0) = Se — 0,)P, — I 
oder 
Sa — &,)B + up? — vSßR, = I, 
Sa — a,)B, + usßß, — vR,’—=0, 
woraus u, v bestimmt werden können. Man findet zunächst 
KRRER S(z — &,)B, VRR, ed S(2 — &,)B VB, 
V’RR, VRR, 
sodass die Fusspunkte werden 
e=a —Pp Sl — a,)B, (VER) 
N EREERETER (B. 52) 
Das Lot selbst ist or — o,; den Ausdruck dafür zu verein- 
fachen schreiben wir nach (c. 45) 


(«— 2,)$.RR, VRR, = RS. — 2, )B, VRR, — PS —a,)BVRR, + 
VB, a — 2,08, 
somit 
— a, = BS.(2— 2,)B, (VRR) — PS. —a,)B(VRR "+ 
+ (VBB,) "Se — ,)BR, 


und jetzt wird 


= — 0, —(VRB)-S( —a)BRı- . - . (B.58) 
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Es erhellt hieraus, dass A parallel ist zum Vektor Vßß, , 
wie evident ist. 

Der zweite Weg, die kürzeste Entfernung zu bestimmen, 
besteht darin, dass man berechnet, unter welchen Bedingungen 
T(s—o,) einen Minimumwert erreicht. Nach (e. 22) muss sodann 

d(s — 0,)’=2S(s — o,)(dr —de)=0... (B.54) 

Weil aber 

Vs — a)=0, Vle, —a)ß, =0 ... . (B.55) 
so ist 
Vßds =0, mithin dd= aß und ds, =yß,. 
Hierin können x, y beliebig gewählt werden ; bei Einführang 
dieser Werte in (B. 54) ergibt sich somit 
S(e — 0.) =0, S(e — o,)ß, = I 
oder 
e— 0, —=uVßß, 
und durch Operation mit S.Vßß, zur Bestimmung des Wertes 
von u 
e— 0, = (VRR) Se — o,)RB:- 
Wenn man nun noch an die Gleichungen (B. 53) mit S.ß, 
und S.8 operirt, so entsteht 
Se — «)BR, =, So, — 2,)BP, = 0 
daher durch Subtraktion 
S(e — 0,)BR, = Se — a,)RR, 
und schliesslich 
e — 0, = (VRR) S(e — @,)BR;. 

43. Drei Geraden 

Ve — e)B=0, Vpr — «)ß, =0, Vlp — 2,)9, =0. (B. 56) 
gehen durch einen einzigen Punkt, wenn drei Skalare x, y, 2 
sefunden werden können, derart dass die Summe 

eV — 2) +yVb — z)Bı +2 Ve — @,)R, 
identisch verschwindet. Dies erfordert aber 
aß +yß, Er 2ß, en 0, 
somit müssen die Vektoren 8, £,, ß, und sodann auch die 
Geraden complanar sein. Das genannte Kriterium kann daher 
nur bei complanaren Geraden Anwendung finden. 

Findet die Voraussetzung der Complanarität nicht statt, so 

wird die Bedingung, dass die drei Geraden in einem Punkte 
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zusammenstossen, durch die gleichseitige Erfüllung der Glei- 
chungen von der Form (B. 50) 
S@—a)Bß, = 0, Si — BB, —0, Si,—a)ß,B—0 (B. 57) 
ausgesprochen. Trifft dies zu, so kann der Schnittpunkt der 
Geraden leicht symmetrisch in die Grössen &, &,, &,, ß, Bi, ß, 
ausgedrückt werden. Aus (B. 56) ergibt sich nämlich bei Mul- 
tiplikation jener Gleichungen durch V£,ß,, VB,ß, Vßß, bzhw., 
Addition der Resultate und nachherige Operation mit V. 
2(8Sß,B,P 22 ß,Sß.BP + ß,SBR,P) = 
—=V(VaßVPR,ß, + Va,ß, VB,ß + Va,ß, VER,) 
somit nach (c. 45) {c. 44) 
2 SPR,, = RSla, + %,)BıR, + Ra, +2) BB + BI + RR, 
und nach (B. 57) 
pSßB,ß; Sr 882, 8,ß, + ß,9%,8,8 + B,S2ßß, ie. (B. 58) 
Diese Lösung bleibt natürlich nur gültig, so lange die Ge- 
raden nicht complanar sind. 
44, Wir wollen nun einige Sätze aus der Stereometrie mit 
Hülfe der vorangegangenen Erörterungen beweisen 
1°. Wenn zwei Geraden und eine Ebene gegeben sind, so 
sei der geometrische Ort zu finden des Punktes, welcher eine 
zwischen jenen Geraden der gegebenen Ebene parallel Bezogen? 
Strecke in einem bestimmten Verhältnis teilt. 
Es seien 
Ver — JaB=0, Vr—a)P,=0..... (B.59) 
die gegebenen Geraden und 
Me N ne (B. 60) 
die gegebene Ebene. Wenn nun die Strecke zwischen den 
Punkten der Geraden | 
e=a+aß, oc —=a, 4yß, 


jener Ebene parallel sein soll, so muss 


S(o ne ,)° —() 
somit 
Se — a, +ß—yB$=I...... (B. 61) 
Nun ist aber weiter 
£ mo — no, 


mn 
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der Vektor eines Punktes, welcher die Strecke zwischen den 
Punkten o, vo, in dem Verhältnis m:n teilt; somit ist 
ma na, + amß + ynß, 
seen. eh Ta 
und wenn nun zwischen dieser Gleichung und (B. 61) » elimi- 
nirt wird, so entsteht 
(ma + ne, )Sß3 + mßS(x, — &)8 

a 

Der gesuchte Ort ist daher eine Gerade. 

2°. In einer körperlichen Ecke haben die nachfolgenden 
Systeme von Ebenen eine gemeinsame Durchschnittsgerade: 

a. die Ebenen, welche durch die Kanten gehen und die ge- 

genüberliegenden Seiten halbiren ; 

b. die Ebenen, welche die Flächenwinkel halbiren : 

c. die Ebenen, welche durch die Kanten senkrecht zu den 

gegenüberliegenden Seiten gelegt werden ; 

d. die Ebenen, welche durch die Halbirungslinien der Seiten 

senkrecht zu denselben gebracht werden. 

Wir wollen im Folgenden nur die Gleichungen der genannten 
Ebenen aufstellen. Jeder Teil des Satzes ist sodann bewiesen, 
wenn nur noch gezeigt wird, dass die Addition von je drei 
analog gebildeten Gleichungen eine Identität ergibt. 

Es seien nun z, 8, y Einheitsvektoren in den Richtungen 
der Kanten der Ecke. Eine Ebene durch die Vektoren & und 
8--y gelegt hat die Gleichung 

SH +Yr)=0, 
und die analogen Gleichungen werden leicht hingeschreiben. 

Die Ebene, welche den an der Kante # liegenden Flächen- 

winkel halbirt, ist 
Sp UVaß + UVay) =0. 

Bei der Addition zu den analog gebildeten Gleichungen 

beachte man, dass 


mßSß, 8 = nß, 8% 
m+n 


UVaß = — UVBa. 
Die Ebene durch die Kante «x senkrecht zur Ebene der beiden 
anderen Kanten gelegt, hat die Gleichung 
S:p2 Vßy =0 oder S.ly SB — BSey) —=0. 
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Schliesslich ist noch 
Sa -+r)V8y—=0 oder HB —Y)=0, 
weil 
v(B-+-r)VBr =(y — B)(Sßy — 1) nach (ec. 40), 

die Gleichung einer der sub d genannten Ebenen. 

3°. Wenn eine willkürliche Anzahl von Punkten &,, &,, 
Ey ...&n gegeben ist, so wird die Ebene gefragt, welche den 
Ursprung der Vektoren enthält und für welche die Summe der 
Quadrate der Perpendikel, aus den gegebenen Punkten auf die- 
selbe gefällt, ein Maximum oder ein Minimum wird. 

Es sei, wenn r ein Einheitsvektor ist, 

Sp —(0 
die gesuchte Ebene, so ist die Länge des Perpendikels, aus dem 
Punkte «, auf dieselbe gefällt, nach (B. 33) Sz,r; somit muss 
Samt Samt .... Sat 
ein Maximum oder Minimum sein, d. h. 
Sa, = Sa,dr 4 .... + Sa,r Sa,dr =. 
Setzt man 
2,82, 7 + 0,5% + ....4+ 0,5. = Or, 


so ist ® eine selbstconjugirte lineare Vektorfunktion , und es wird 


S.Ordr —(. 
Es ist aber unsrer Voraussetzung gemäss #®— — 1, somit 
Srdr — 0 


und weil dr keinen anderen Bedingungen genügt, so können 
die beiden Gleichungen nur zusammen bestehen, wenn 
Or =xar oder Vrör =. 

Dieser Gleichung sind wir jedoch schon in den Artikeln 
155—157 der Theorie begegnet. Dort ergab sich, dass stets 
drei zu einander senkrechte Richtungen derselben genügen. 
Das vorgelegte Problem gestattet somit auch drei Lösungen 
mittelst unter sich rechtwinkliger Ebenen. 

4°, Wenn von einem Punkte drei unter sich rechtwinklige 
Vektoren nach einer Ebene gezogen werden , so ist die Summe 
der reciproken Werte der Quadrate ihrer Längen constant. 

Es sei nämlich jener Punkt der Vektorenursprung und 

S(p — @)P — 0 
5 
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die Ebene. Die Länge des Vektors in der Richtung p,, wo p, 


ein Einheitsvektor ist, nach der Ebene gezogen, beträgt 


ar S&ß 


Sp,ß 
und es ist daher zu beweisen 
(Sp 2)" + (Sp,8)? + S(pzR)* = constant, 

wenn f,, fa, A, ein System unter sich rechtwinkliger Einheits- 
vektoren darstellt. Nach (c. 56) ist jedoch die erste Seite dieser 
Gleichung = Nß; somit ist der Satz bewiesen. 

5°. Es wird die Bedingung gesucht, welcher genügt werden 
muss, damit die vier Höhenlinien eines Tetraeders in einem 
Punkt zusammentreffen. Die eine Ecke sei der Vektorenursprung,, 
die Vektoren der andern seien x, ß, y. Es muss sodann den 
vier Gleichungen jener Höhenlinien 

V.(p—a)Vey—0, V.le--B)Vra—0, 
v.(—y)Vapß=0, VpyV(eYyr-+ya + ap)—= 0 
ein einziger Wert von p genügen. Setzt man den Wert von p 
aus der vierten Gleichung 
p=aV/(ßr +ya+ aß); 
in die drei andern, so ergeben sich nur zwei Bedingungen 
Sßy = ISya — Saß, 

welche sich in mehrfacher Weise deuten lassen. Zuerst nämlich 
ist 





S(B — @)y =0, u.s.w. 
d. h. die Kanten OA, OB, OC müssen zu den gegenüberlie- 
genden senkrecht sein ; je zwei Kanten haben somit diese Eigen- 
schaft. 
Weil aber 
(8 — @)’= P?-+ a” — 2$2ß 
daher 
2528 = OA?-+ OB? — AB, 
so ergibt sich aus den Bedingungsgleichungen , dass die Summe 
der Quadrate von je zwei Paaren Gegenkanten dieselbe ist. 
45. Zum Schlusse dieses Abschnittes wollen wir der Kugel 
noch einige Artikel widmen. 
Im Art. 96 der Theorie sahen wir schon, dass die einfachste 
Gestalt der Gleichung dieser Fläche ist 
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Tp —e)=r somit p —a)”’=—r?.... (B.62) 
Differentiirt man, so ergibt sich 

Str) N (B. 63) 

Nun ist jedoch dp ein Vektor in der Richtung einer Tan- 

gente an die Fläche. Die Gleichung (B. 62) enthält daher den 

Satz, dass eine Tangente senkrecht ist zum Radius nach dem 

Berührungspunkte. Wenn » ein willkürlicher Punkt jener Tan- 

gente ist, so ist 


a — p— ıdp, 
somit auch 
Sp —e)(e —P)=0V ........ (B. 64) 
Addirt man diese Gleichung zu (B. 62), so ist 
Se — a)p —a)=—r?....... (B. 65) 


Diese Gleichungen sagen aus, dass der Punkt » in einer 
durch den Punkt p gehenden Ebene enthalten ist. Demnach ist 
(B. 64) oder (B.65) die Gleichung der Tangentenebene im 
Punkte p der Fläche. 

Der Durchschnitt der beiden Kugeln 

p-e’=—r, P—-a’=—r’ 
ist auch in der Ebene | 

2 Sl — a)=e"—a’+r—r? 
enthalten, deren Gleichung sich durch Subtraktion ergibt. 

Diese Ebene ist senkrecht zu z—a, d.h. zur Geraden, 
welche die Mittelpunkte der Kugeln verbindet. 

Die Kugeln berühren sich, wenn 

Te —e)=rtr.. 
Wenn durch einen Punkt P (v) eine Gerade r + vr gezogen 
wird, so können die Schnittpunkte derselben .mit der Kugel 
veae—i 
leicht bestimmt werden. Setzt man nämlich in diese Gleichung 
p=1-ar, 
so entsteht 
(r — a)? + r? 4 20S7(6 — a) + er —0. 

Man findet für x zwei Werte », und x, derart, dass 

2, + 2, = — 257 Ur — ao), 20, = Tr" [(e — 2)? + r?]. 

Das Produkt der zwischen dem Punkte « und den Schnitt- 
punkten enthaltenen Segmente ist 
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el a) Iren... (B. 66) 


Die Summe ist 
(, +2)r=—2r1St(e —a)..... (B. 67) 
und die Summe der Reciproken jener Segmente 
1 1 — 2 St(s — «) 
&T DR; — T[(s — a)? + r?] RR) (B. 68) 


Aus (B. 66) folgt der bekannte Satz von der Unabhängigkeit 
des Produktes der Segmente von der Richtung der Sekante. 
Nimmt man auf dieser Geraden einen Punkt Q, sodass PQ 
der halben Summe der Segmente gleich ist, so ist für @ 
pP t=— nr!Sthte —a).. 22... (B. 69) 
und bei veränderlicher Richtung von r kann nun der geome- 
trische Ort des Punktes Q bestimmt werden. Statt (B. 69) kann 
geschrieben werden 
‚p— 0= UrS.(e —a)Ur, 
und weil Uß—o)=+ Ur, so folgt hieraus 
T(p—e) = S.(r — a) U(p—o) oder (p— 0)? + S(r—«) (p—o) = 0 


und schliesslich 





Der Ort des Punktes Q ist somit eine Kugel, welche die 
Gerade, die den Punkt P mit dem Mittelpunkte der gegebenen 
Kugel verbindet, zum Durchmesser hat. 

Ist der Punkt Q so gewählt, dass PQ der Summe der Re- 
ciproken der Segmente gleich ist, so ist 

Stte —a) S.(s — 2) Ur 
FIR 


p— 0 — — 2r- 


und hieraus 
c—a : (vr — x)? 
rer 
Der Punkt @ beschreibt somit wieder eine Kugel, welche P 
enthält. 
Wir wollen nun den Ort bestimmen des Punktes o, dessen 
Potenzen bezüglich zweier Kugeln 


k—-eo)'=—r, p —a)”=—r?....(B.70) 
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das gegebene Verhältnis m:n zu einander haben. Nach (B. 66) 
ist dieser Punkt der Bedingung unterworfen 


[le — @)’ + r?]: [(e — @,)”? + r?]=m:n.. (B.71) 


( na — m = 
e—— 1) — 
n— m 
nr —m’r —mn(a’-+ 2’ 2Saa, + r’+r,?) (B. 72) 
(n — m)? 

Der Ort ist somit eine Kugel, deren Mittelpunkt M, auf 
der Verbindungsgeraden der Mittelpunkte M, M, der gegebenen 
Kugeln liegt, sodass 

MM:MM =m:n. 

Man ersieht unmittelbar, dass die Vektoren aller Punkte, 
welche den beiden Kreisen angehören, auch der Gleichung 
(B. 71) des Ortes genügen. 

Der geometrische Ort enthält daher stets den Schnittkreis 
der gegebenen Kugeln und kann nun leicht construirt werden. 

46. Noch wollen wir einige geometrischen Örter bestimmen. 

1°. Den Ort des Punktes p, dessen Entfernungen zu zwei 
gegebenen Punkten &, 8 constantes Längenverhältnis haben, 

Die Gleichung des Ortes ist 

(p — a)’: (p — Y)’=m?:n? 


oder 





n?a — m?ß\?  m?n?(« — ß)? 
(a) Ten 
somit eine Kugel, deren Mittelpunkt M auf AB liegt derart, 
dass 
M,.A:M,B=m?:n?, 
Für die Schnittpunkte derselben mit der Geraden AB findet 
man 
_.n&&mß 
are 
Dieselben sind daher conjugirt harmonisch zu A, B. 
2°, Den Ort des Punktes P, welcher die Eigenschaft hat 
m.AP?-F n.BP?=C. 
Die Gleichung des Ortes ist 
mp — ae” + np — Pr =C 
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oder 
ma =) _—_ Clm+n) — mn(a@ — ß)? 
(o omtn/ (m + n)? 1 
Derselbe ist daher eine Kugel, deren Mittelpunkt die Gerade 
AB im Verhältnis m:n teilt. Ein analoges Resultat wäre er- 
halten, wenn man mehrere Punkte A, B, C.... gewählt 
hätte. 
3°. Wenn eine Ebene von einer gegebenen körperlichen Ecke 
eine Vierseite von constantem Volum abschneidet, so wird der 
Ort des Fusspunktes des Perpendikels, aus dem Scheitel auf 
die veränderliche Ebene gefällt, gefragt. Es seien x, 8, y die 
Vektoren in den Richtungen der Kanten der körperlichen Ecke, 
welche die veränderliche Ebene auf dieselben bestimmt, so ist 
Seßy = constant =G. ...... .m. (B. 73) 
und der Fusspunkt des Lotes aus dem Scheitel auf jene Ebene 
gefällt, ist 
2 Say Lu [6 
"TVl@r +rataß) Very + ya ap) 
Daher 
Ver ty Laß)... 2... (B. 74) 
Durch Operation mit S.z, S.8, S.y wird erhalten 
1 1 1 
Te So 1U’ UIT= Sp !Uß’ er Spy 
Setzen wir noch 
Da—=&,,; UB=R,; Uy=y 
so ergibt (B. 74) 
Gp! Sp! 2.8! Bose 1%, = 
—= V(BoYo SP Rot Yoko Rot Ro Bo Sp7! Yo) 
und schliesslich durch Operation mit S.x,, oder S.8,, oder S.y, 
CSS Sr 0 
eine Fläche sechsten Grades, wie man durch Multiplikation 
mit 7% ersieht. 
4°, Die Gleichung 
@— P?=[a—0)+(e— A} 
= (a — 0? + — MP? — 286 — 2) —) 


wollen wir anwenden auf den Fall, wo «, 8 die Mittelpunkte 
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zweier Kugeln, « ein Punkt ihres Durchschnittes ist. Es ist 
sodann 
((— eo’ =— r’, (( -P’=—r? 
zu setzen, wo r, r, die Radien der Kugeln sind. Somit wird 
(e — B’?+r+r?’=2rr, cos A 
sein, wenn A der Winkel ist, unter welchem die Kugeln sich 
schneiden. 
Wenn nun : 
L-=—r, (an? 
zwei gegebene Kugeln sind, so wird der Ort des Mittelpunktes 
einer Kugel gefragt, welche die beiden vorigen unter gegebenen 
Winkeln A, A, schneidet. Es sei « der Mittelpunkt, R der 
Radius einer solchen Kugel. Man erhält sodann 
(r — ao)” +r? +R?=2r RecosA |. 
(— a” +r?+R=2rRcosA,\' ' 
woraus nun R eliminirt werden muss. Dies ergibt eine Skalar- 
gleichung zweiten Grades in o; somit ist der gesuchte Ort eine 
Fläche zweiten Grades, welche wir nicht näher betrachten wollen. 
Es lässt sich jedoch zeigen, dass alle Kugeln, welche die 
gegebenen unter gegebenen Winkeln schneiden, eine dritte 
Kugel ebenfalls unter einem gegebenen Winkel schneiden. Denn 
wenn man die Gleichungen (B. 75) mit m, n bezhw. multipli- 
ecirt und die erhaltenen Produkte addırt, so kann die Summe 
in die Form geschrieben werden 
(r — 2,” Hr? + R?=2r,RcosA,, 
worein gesetzt ist 


matna, „._m@ traten’) _(mstna)) 


2 (Bars) 





al mn Fr mn (mn)? (B. 76) 
SE a mrcosA-+nr, cosA, 
2 Bere mn x 


Hieraus schliesst man nun aber unmittelbar, dass jede Kugel, 
welche die beiden gegebenen unter Winkeln A, A, schneiden, 
die dritte feste Kugel mit dem Mittelpunkte x, und dem Ra- 
dius r, unter dem Winkel A, schneiden wird, wenn die Glei- 
chungen (B. 76) erfüllt werden können, und dies ist stets der 
Fall. Wählt man nämlich m:n willkürlich, so können «,, r, 
unmittelbar bestimmt werden, sodann aber auch A,. | 
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Der Mittelpunkt ist stets in der Verbindungsgeraden der 
gegebenen Mittelpunkte enthalten. 
Der Winkel A, ist ein rechter, wenn 
mrcosA-+ nr, cosA, =, 
somit 
mın=—r, cosA,:rcosA, 
was stets möglich ist. A, verschwindet oder ist zwei rechten 
Winkeln gleich, d. h. sämmtliche Kugeln berühren eine dritte 
Kugel, wenn 
tr, (m+n)=mrcosA-+nr, cosA, 
oder 
met) Ina? tr m tn) (matna)— > 
=(mrcosA-+n,rcosA,)*, 
woraus zwei Werte für m:n sich ergeben. 
47. Auch seien einige Aufgaben anderer Art gelöst, welche 
einiges Interesse beanspruchen können. 
1°. Es wird gefragt eine körperliche Ecke durch eine Ebene 
so zu schneiden, dass die Schnittpunkte mit den Kanten ein 
rechtwinkliges Dreieck bestimmen. 
Wenn x, &, y Einheitsvektoren in den Richtungen der 
Kanten sind, und 
S(p — e)d = 0 
die Ebene darstellt, so sind 
| no ß Rally 
Sr’ " SR’? 5 
die Schnittpunkte mit den Kanten. Nun muss eine Gleichung 
stattfinden von der Form 


s(5- = (25 Eu 5) 
S2d SB8/ \ Syd Sß% ; 
damit der Winkel an der Kante ß recht sei. Somit 
S(a8ßd — BIxB) (383 — 88y3) = 0 
8.V(8 Vaß) V(& VRy) = 0 
und schliesslich 
SSRySFI2B — 9°8.VaßV Ar =0. 

Weil dieser Gleichung allgemein durch «3 genügt wird, 
wenn 8 derselben genügt, so wird dadurch ein Kegel dargestellt 
und zwar ein solcher zweiten Grades, Die Ebene 
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Spy =cont.=6.., Mar... (B. 77) 
schneidet die Fläche in ihrem Durchschnitt mit der Kugel 
9°5.VaßB Vßyr — CHAR —=0, 
deren Mittelpunkt liegt in der Mitte des von der Schnittebene 
(B. 77) auf den Vektor Vxß bestimmten Segmentes und welche 
den Scheitel der körperlichen Ecke enthält. 
Die Ebenen senkrecht zu den Vektoren Vßy, Vxß schneiden 
den Kegel somit in Kreisen. Die Vektoren 
a Me a NE 
genügen der Gleichung und sind daher Kanten des- Kegels. 
Den Kegel zu construiren bringen wir demnach durch den 
Punkt P der Kante x der körperlichen Ecke OABÜ eine Ebene 
U parallel zur Ebene OBC und bestimmen den Schnittpunkt 
C© derselben mit dem Perpendikel zu OAB. Auf OC’ als Durch- 
messer beschreibe man eine Kugel, welche die Ebene U in 
einem Kreise schneide; derselbe kann sodann als Directrix des 
Kegels betrachtet werden. 
Die gesuchte Ebene ist nun senkrecht zu einer beliebigen 
Kante dieses Kegels. 
2°, In einer gegebenen Kugel soll ein Vieleck beschrieben 
werden, dessen Seiten gegebenen nicht complanaren Vektoren 
%&%, %9, &, parallel sind. 
Wenn o diejenige Ecke des Vielecks ist, von der die Seite, 
welche parallel zu x, ist, ausgeht und 
?—=—n 
die Kugel, so wird die Gerade + xx, diese Fläche noch 
schneiden in dem Punkt 
o,=0— 2a !S20 
= — V.ax,—!oa@, nach (c. 41) 


es 1 en 
= — a, 1a, weil Sa, ca, —=0. 


Setzen wir nun voraus, &,, &y,....&, seien Einheitsvektoren, 
— eine Annahme, welche offenbar gestattet ist — so ist 
Br TA 
RAT ae 8 
somit 


0, =, UK. 
Die folgenden Ecken o,....c, werden bestimmt durch die 
Gleichungen 
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a 

Indem der Wert von o, in die Formel für o, eingetragen 

wird, der so erhaltene Wert für o, wieder in die Formel für o, 

u.s. w., erhält man zuletzt eine Gleichung zur Bestimmung von e. 

Wir wollen dies nur weiter verfolgen bei den Voraussetzun- 

gen, das Vieleck sei ein Dreieck oder ein Viereck. Im ersten 
Falle ist die Gleichung, aus der vo bestimmt wird, 

"= 2,08, 08, %,8,. 


Setzen wir 
%, 8%, —=4Q 
so Ist 
FDELAO Ur ill Mat ae a 
q Ban; 2 Ta 
R,RoXz 3 &, % 


= (— 2,)(— 28) 4)= — 0,0, 0% 

Daher wird die Gleichung für . 

La ET EN (B. 78) 

Wenn man nun mit V operirt und auf (b. 149) achtet, so 
ergibt sich 

Sg=0 oder S2,2,2, =. 

Die Vektoren a,, &,, ©, können daher nicht willkürlich ge- 
wählt werden, sondern müssen complanar sein. Dieses Resultat 
ist evident; dieselbe Gleichung für Sg findet man aber stets, 
wenn die Anzahl der Seiten des Vielecks ungerade ist. 

Nun ist weiter, wenn an (B.78) mit S operirt wird, 

Sc Vg=0, 
o kann somit jeder Punkt sein des grössten Kreises senkrecht 
zum Vektor z,2,2,. 
Bei einem Viereck erhält man in derselben Weise, wenn 
Der 
gesetzt wird, 
ger — og—0, 
und diese Gleichung ist im Artikel 174 der Theorie ausführlich 
diskutirt. Es ergab sich dort (/. 199) 
e=.(Vo)". 

Weil x positiv oder negativ sein kann, erhält man somit zwei 
diametral einander gegenüber liegende Punkte. Dasselbe ergibt 
sich bei jedem Vieleck mit gerader Seitenzahl. 


75 


Wenn gefordert wird in einer gegebenen Kugel ein Vieleck 
zu beschreiben, dessen Seiten durch n willkürlich gegebene 
Punkte &,, &,,....&, hindurchgehen, so findet man in glei- 
cher Weise, indem die erste Ecke mit s bezeichnet wird, für 
die folgende 

o,=0r— 2(a, — v)1S0(2, — e) 
= — (a, — o)ola, — oe). 
Die dritte ist somit 
= — (a, — 0) 0,( —E,); 
woraus unmittelbar erhellt, dass die Lösung dieses bekannten 
Problems mittelst Quaternionen ungleich schwieriger als dieje- 
nige des vorhergehenden ist, 


DIE FLACHEN ZWEITER ORDNUNG. 


48. Wenn die Gleichung 
p=aa+yß+2Y; 
zusammen mit 
a0 +by?+ 2? + 2a,yz + 2b,z0 + 2c,ay + 
+ 2a,2 +2b,y+ 2osz2+a=0.. (C.]) 
gegeben ist, und man die durch (B. 13) (B.15) definirte Sub- 
stitution ausführt, so ergibt sich die Gleichung 
Splla,a, + &ßı + d3r,) Spt (0% + dßı + ar) SB + 
+ (da, + aß, + ar) Hirt Mae, +bß, rr,)) + a. 
Wird nun 
= aa, TB, + br, 
pm +bR, tar 
v Da #10, Br ie ee (C. 2) 
ea, + bß, + 6%, | 
D=rSa,pt aSßıp + vSy,p 
gesetzt, so ist &, wie leicht ersichtlich, eine selbsteonjugirte 
lineare Vektorfunktior, und die Skalargleichung für 7 nimmt 
die sehr einfache Gestalt an 
Se lDp 1 Ze) a — DEE a (C. 3) 
Dieselbe enthält demnach sämtliche Flächen zweiten Grades. 
Bei speciellen Voraussetzungen kann die Gleichung noch be- 
trächtlich vereinfacht werden; doch wollen wir vorläufig solche 
nicht machen und ganz allgemein die Theorie der Pole 
und Polarebenen für die Flächen zweiten Grades entwickeln. 
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49. Es sei o ein willkürlich angenommener Punkt P, or 
eine denselben enthaltende Gerade, so handelt es sich zunächst 
darum, die Schnittpunkte S, S’ dieser Geraden mit der Fläche 
zu finden. Ist für ein Schnittpunkt 

P=o+er, 
so ergibt die Substitution dieses Wertes in die Gleichung (C. 3) 
2?Stdr + xS(rds + oDr + Are) + Sclde +2) Ha —0. 
Nun ist jedoch 
SeDdr = Store, 
daher 
2:Stor + 22S7(80 4 8) + Ss(dr +22) +a=0. . (0.4) 
Wir bezeichnen mit x,, x, die dieser Gleichung genügenden 
Werte von x, sodass 
eaerliun, en 3, N So(Dr Be a 
und setzen für die Punkte S, $ 
ss =c+tar, n=c-+ ar. 

Nun wollen wir auf der Geraden PS einen Punkt Q bestim- 
men, derart dass P, Q durch S, 5 harmonisch getrennt wer- 
den. Ist der Vektor des Punktes Q 





o=0-yr, 
so ist die Bedingung der harmonischen Lage nach (B. 20) 
Wi 5, Ei O— u 
Do alla: 
oder 
y—ı 2 
Vai 2 
somit 
_9 A ___Selde +2e) ra 
ae at. St(®s + e) 
und schliesslich ist für Q 
EN Sc(Pr-- 22) + a 
B=6—r Sean (C. 5) 


ein Ausdruck, welcher von Tr unabhängig ist. Wenn Ur ver- 
ändert, so kann nun nach dem Orte des Punktes Q gefragt 
werden; es muss zu diesem Zwecke r aus (0.5) eliminirt 
werden. Aus dieser Gleichung folgt 
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Ua — o)=+ Ur 
somit 
Ss(ds + 22) + a 
 8.(@0 +.) Ua — ©) 
und schliesslich nach einiger Rechnung 
Ss{de+ 2) + Sre Ha=0 N Sur. (0. 6) 

Der Punkt Q beschreibt somit eine Ebene, die Polarebene 
des Punktes P. 

Diese wichtige Gleichung wollen wir noch auf eine einfachere 
Weise begründen. Es sei « der Vektor des Punktes P, r der- 
jenige von Q; es wird gefragt, unter welcher Bedingung die 
Punkte P, Q durch die Schnittpunkte ihrer Verbindungsgeraden 
mit der Fläche harmonisch getrennt werden. Zu diesem Zwecke 
genügt, wenn die beiden Schnittpunkte der Geraden PQ mit 
der Oberfläche durch 

_ eur Eur 
PETE 1+u’ De ee 
dargestellt werden. Tragen wir den ersten Wert in die Glei- 
chung (Ü. 3) ein, so entsteht 
u St(Dr+22)+a]4-2u[Sr(Do+e) + Sse+a] + Ss(Pr-+2e) +a—0 
und dieser Gleichung genügen die Werte + u, falls 
St(de +e) + Sre-a=(0. 

Der Punkt r ist somit in einer Ebene enthalten, nämlich in 
der durch (0.6) dargestellten Ebene. 

50. Die Polarebene eines Punktes » der Ebene (C.6) hat 
die Gleichung 


T(® — so) = 





Sedo + 8) + Sue t+a—0. 
Derselben genügt nach (0.6) der Punkt so, wodurch der Satz 
bewiesen ist: die Polarebenen aller Punkte einer Ebene enthal- 
ten den Pol dieser letzteren. 

Man kann nun auch leicht mittelst Quaternionen beweisen, 
was geometrisch evident ist, dass die Polarebene eines Punktes 
die Berührungspunkte enthält sämtlicher aus diesem Punkte 
an die Fläche gelegten Tangenten. Die Gleichung (Ü.4) er- 
gibt nämlich zwei gleiche Werte für x, wenn r der Relation 
genügt 

Sr(Dds +) — SrOr[Sc(pr +22) +a]=0... (0.7) 
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und der Berührungspunkt ist sodann 
BES it €) 
S.TDr 
Dieser Wert genügt aber der ne (C. 6), wie aus (C. 7) 
hervorgeht. 

Die Gleichung (C. 7), welcher die Richtungen r genügen, 
in denen Tangenten aus dem Punkte P an die Fläche gelegt 
werden können, gestattet auch unmittelbar die Bestimmung der 
Gleichung des Tangentenkegels, dessen Scheitel in P liegt. 

Wenn nämlich » ein Punkt dieses Kegels ist, so ist 

@—0=ıur, 





und die Substitution in (0. 7) ergibt nun für » die Gleichung 
Sa — co) (Dr+ e)— [Sc(Pr + 28) + a] S(@—e)P(o—o)—=0 (0. 8) 

Fällt der Punkt P in die Fläche, so geht die Polarebene in 
die Tangentenebene in P über. Es ist somit (0.6) die Glei- 
chung der Tangentenebene, wenn ausserdem 

Sc(Or +2) Ta=0.......:.. (C. 9) 
gegeben ist. 

Dieses wichtige Ergebnis kann Een auf ganz andere Weise 
hergeleitet werden. Wenn wir nämlich die Gleichung (C. 9) 
differentiiren, so wird der dabei auftretende Vektor dr eine 
Tangente an die Oberfläche sein. Wir erhalten dadurch 

Sodetede—=0.. . 2... 2... (C. 10) 

Sämtliche Tangenten im Punkte v sind somit senkrecht zum 

Vektor 


Vor 1 ee. en (C. 11) 


und werden daher eine Tangentenebene bilden. Ist » ein Punkt 
derselben, so ist 
w—o—=ude, 
und die Substitution in (C. 10) ergibt nun für « 
S(® — 0) (dr + e) — 0 
oder 
Sa(Dr ++ €) = Sc(ds + e)—= — Se —a nach (0. 9) 

wodurch (0.6) erhalten ist. 

5l. Aus dem Vorhergehenden folgt nun weiter, dass der 
Vektor v, den wir in (Ö. 11) einführten, die Richtung der 
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Normale im Punkte s an die Fläche gelegt, hat. Die Glei- 
chung dieser Normale ist somit 
Va -— sy=Vl@— o)(dr+e)—=0.... (0.12) 
Wird nun gefordert aus einem gegebenen Punkte x die 
Normalen an die Fläche zu legen, so sei « der Fusspunkt 
einer solchen Geraden. Es müssen sodann die beiden Gleichun- 
gen gelten (Ü. 9) und 
Vz — co) (dr + e)—=U0. 
Nun folgt aber aus dieser letzteren 
Ds +e=ml& — o), 
daher 
(@-+ m) =ma — e oder = (®-+ m)! (m& — e) . (0.13) 
Dieser Wert kann nun in (0.9) eingetragen werden; es 
entsteht sodann eine Gleichung, welche m zu bestimmen ge- 
stattet, nämlich 
Shma+)(o+m) mat) m[(@+m) mat] +a—0 (0.14) 
Im Art. 145 der Theorie ist aber gezeigt, wie (+ m) !in ® 
ausgedrückt werden kann. Nach den Formeln (/. 38), (f. 42) ist 
ER | =D! + mw + m? 
Ge) —z-+ma, + m?x, + m° 
Bei Einführung dieses Wertes in (©. 14) ergibt sich eine 
Gleichung sechsten Grades zur Bestimmung von m, und (C. 13) 
ergibt sodann auch sechs Normalenfusspunkte. Wir haben somit 
den Satz erhalten: 
Aus jedem Punkte des Raumes können sechs Normalen an 
eine Fläche zweiter Ordnung gezogen werden. 
52. Bestimmen wir nun die Polarebene eines Punktes + xß. 
Die Gleichung derselben ist nach (C. 6) 
So(da + e) + Sex ta + x2S(aDß + eß) = I, 
somit nach Art. 35 eine Ebene, welche die Durchschnittsge- 
raden der Ebenen 
Sa(De +2) + Ser +a=0, S(wdß + eß)=0. . (0.15) 
enthält. Die zweite Gleichung ist, wie aus (Ö. 6) hervorgeht, 
einfach die Polarebene des unendlich fernen Punktes der Geraden 
x + ıß. 
Wenn daher ein Punkt die Gerade 
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beschreibt, so beschreibt seine Polarebene die Gerade (0.15), 
oder nach Art. 179 der Theorie 


Seß — & 
Dr wei Sn a _ +yV.(De+e)Dß. . (C.17) 

Diese beiden Geraden werden senkrecht zu einander sein 
wenn 

S.BORld« +) —0. 

Der Vektor 8 gehört somit in diesem Falle einem Kegel 

zweiten Grades an, dessen Gleichung ist 

S.(® — «)D(® — 2) (D2 + e)—=0, 
wodurch der Satz bewiesen ist: Zu jedem Punkte des Raumes 
gehört ein Kegel zweiter Ordnung, dessen Kanten die Eigen- 
schaft haben, dass dieselben zu ihren conjugirten Polargera- 
den senkrecht sind. 

Die Gerade (C. 16) und die zu derselben conjugirte Polar- 
gerade (U. 17) werden sich nach Art. 40 durchschneiden, wenn 
der Gleichung genügt wird 

(D& + 2)Seß — DR(Sez + a) 

s|« Fn_ BE (Ozean BD +:)PR—= 0 
oder 

S.2B V(De + Ee)DB + SeBSL(Dx + €) — (Sex + a)SEDß = 0 
und schliesslich 

SRlDe + €) — SBER[SelDz + 22) + a] = 0, 

d. h. nach (0.7) die Gerade (C©. 16) muss die Fläche berühren. 
In diesem Falle ist nämlich die Polargerade dieser Tangente 
einfach der Durchschnitt der Tangentenebene in dem Berüh- 
rungspunkte mit der Polarebene des Punktes x, welche diesen 
Berührungspunkt enthält. 

53. Wir wollen nun die Tangentenebenen der Fläche be- 
stimmen, welche die gegebene Gerade (U. 16) enthalten. 

Zu diesem Zwecke könnte man die Kegelschnitte bestimmen, 
in denen die Polarebenen zweier Punkte P, Q der Geraden 
(C..16) die Fläche schneiden. 

Sind S, 9’ die Schnittpunkte jener Kegelschnitte, so sind 
SP, SQ Tangenten der Fläche und dasselbe gilt von SP, SQ. 
Die Ebenen SPQ, S’PQ werden daher die gesuchten Ebenen 
sein. Nun sind aber S, S’ in den Polarebenen von P, Q somit 

6 
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in der zu PQ conjugirten Polargeraden (©. 17) enthalten. S und 
S sind daher einfach die Punkte, wo die Gerade (0. 17) die 
Fläche schneidet. 

Wir wollen jedoch zur Auffindung jener Tangentenebenen 
dem analytischen Weg folgen. Ist vr ein Berührungspunkt einer 
solehen Ebene, so gilt (C.9) und nach Art. 39 ist die Glei- 
chung der Ebene 

SBle ta) ERAHNEN (0. 18) 

Die Gleichung der Tangentenebene im Punkte cv ist aber 

Sp(Ds +) + Se a0. 
Damit diese mit (C. 18) identisch sei, muss somit 
Do 8 Soe-t a 
Va) BER eben ne (ek 
Der Punkt vr wird demnach bestimmt durch 
Se(Do + 2:2) Ha —=0 
(Dr + e)Scßz = (Sre + a) V Ale — a). 

Die Operation mit S.x und mit 8.9 an die letzte Gleichung 
ergibt, dass « den Gleichungen (C. 15) genügt, wie vorhin 
schon geometrisch erörtert ist, nämlich 

Sa(ds + ©) = — (Ser +a), SPP +e)—=0, 
somit nach (/. 212) 


gr +e= et) +yVaR. 


Hieraus kann nun durch Operation mit S.9—!e der Wert 
von Sre bestimmt werden; wird derselbe in die vorhergehende 
Gleichung eingetragen, so ist dadurch « mit Hülfe der Skalar- 
grösse y bestimmt, deren Wert sich schliesslich ergibt, wenn 
man den erhaltenen Ausdruck für o in die Gleichung der 
Fläche einsetzt. Die Resultate sind zu weitläufig um hier Platz 
finden zu können. 

54. Bisher haben wir angenommen, dass der Punkt o, dessen 
Polarebene bestimmt werden sollte, nicht in unendlicher Ent- 
fernung lag. 

Rückt derselbe in der durch Ur gegebenen Richtung ins Un- 
endliche, so habe wir um seine Polarebene zu erhalten, nur 
in (0.6) Lim. Ts = zu setzen und erhalten dadurch 

SaBUs + EeUs)—0 oder S(wpr +er)—0. . (C. 20) 
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Diese Ebene enthält stets den Vektor — D”!e, wie sich un- 

mittelbar durch Substitution ergibt. Setzen wir 

u —ı- Dose Anl... er (C. 21) 
so wird die Polarebene eines unendlich fernen Punktes um den 
Punkt % drehen, wenn der erste in verschiedenen Richtungen 
sich entfernt. Nun haben wir in den Artikeln 147—151 der 
Theorie gesehen, dass die Operation ®-! nicht stets einen be- 
stimmten Vektor ergibt. Diese Ausnahmefälle wollen wir aus- 
schliessen. Es wird sodann der Punkt « der Mittelpunkt 
der Fläche sein. Denn, ziehen wir durch denselben eine Gerade 
£-+ zr, so werden die Schnittpunkte mit der Fläche mittelst 
(C.4) bestimmt werden können, wenn man darin o durch « 
ersetzt. Diese Gleichung ergibt in diesem Falle jedoch nach 
(C. 21) stets zwei gleiche und entgegengesetzte Werte für «. 
Der Punkt % hat somit die Eigenschaft, dass jede denselben 
enthaltende Gerade, welche zwei Punkte der Fläche verbindet, 
in ihm halbirt wird. 

Die Ebene (0. 20), welche nun eine Diametralebene der 
Fläche genannt werden kann, kann auch als der Ort der Mitten 
der dem Vektor o parallel gezogenen Sehnen der Fläche zweiter 
Ordnung betrachtet werden. 

Wenn nämlich die Gerade + wr die Fläche schneidet, so 
ist bei der im Art. 49 angewandten Bezeichnung 

o—0- zz 7 

die Mitte der dadurch bestimmten Sehne, Man erhält daher 
nach (0. 4) 

St(®o + e) 
Arab ern 
und hieraus kann nun o eliminirt werden durch Operation mit 
S.rd. Es wird dadurch erhalten 

Sr(Do + e) = 0 = S(adr + er) 

in Übereinstimmung mit (©. 20). 

Wenn der Punkt vo ins Unendliche rückt, so geht der ihm 
zugehörige Tangentenkegel in einen Cylinder über, dessen 
Gleichung mit Leichtigkeit erhalten werden kann. Denn um 
jenen Cylinder zu erhalten, haben wir durch die Punkte in 


fe for 
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denen die Polarebene des unendlich fernen Punktes die Fläche 
schneidet, Geraden parallel der Richtung dieses letzteren Punk- 
tes zu ziehen. Man hat somit den Vektor » zu eliminiren aus 
den Gleichungen 
Sa(Dd» + 2:2) a —= 0 
SD er) la Yu (©. 22) 
Vep—w)r —=0. 
Aus der letzten Gleichung folgt 
o=p-+ ur. 
Die Substitution dieses Wertes in die zweite Gleichung er- 
gibt den Wert der Skalargrösse x und hiermit 
_ Are 
ScDr 
Wenn hun noch dieser Wert in die erste der Gleichungen 
(©. 21) eingetragen wird, so entsteht die Gleichung des Cylinders 
S?.o(Dp + e) — ScPr [Sp(@p +22) +a]l=0. . (0.23) 
55. Die Gleichung (C.4) kann noch dazu benutzt werden 
einen Satz zu beweisen, dem wir später noch in allgemeinerer 
Form begegnen werden. 
Wenn wir nämlich das Produkt der Segmente der durch 
den Punkt s in der Richtung des Vektors r an die Fläche ge- 
zogenen Secante bestimmen, so ergibt sich hierfür x, x, r?, somit 


nach (C. 4) 


ne 


PP Sc(Ds + 2e) 1 a 
Ze ge STATT a 
Hätte man in derselben Richtung aus einem andern Punkte 
ce eine Secante gezogen, so wäre erhalten 
a Se (Pr + 22) ta 
8.UTQUr : 
somit 
P _sSs(@s +22) ta 
PP S(@c+ 2e) + a’ 
d. h. das Verhältnis der Produkte der Segmente zweier in der 
nämlichen Richtung aus festen Punkten an die Fläche gezo- 
genen Necanten ist unabhängig von jener Richtung. 
56. Es möge nun die Theorie von Pol und Polarebene weiter 
verfolgt werden. 
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Wenn x, die Richtung eines unendlich fernen Punktes dar- 
stellt, so ist die Gleichung der Polarebene nach (©. 20) 
S(pDde, + e2,)=0. 
Sind nun &,, z, die Richtungen zweier unendlich fernen 
Punkte in dieser Ebene, so ist 
84,02, =0, 82,02, =0....... (C. 25) 
und wenn ausserdem &, parallel der Polarebene des unendlich 
fernen Punktes in der Richtung «, sein soll, so ist noch 
RO a A FE re (C. 26) 
Die Gleichungen (0. 24) (C. 25) bestimmen somit drei con- 
Jugirte Richtungen in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung. 
Eine jede dieser Richtungen kann aus den beiden anderen 
leicht bestimmt werden. Aus (U. 24) zum Beispiel folgt 
S.2,0a, =0, 80,02, =0, 
somit 
a UV DDaE ern (C. 27) 
wo a, eine Skalargrösse ist. Die zweite Seite dieser Gleichung 
kann nach den Artikeln 143—149 der Theorie leicht umge- 
staltet werden. Es sind dabei jedoch besondere Fälle zu unter- 
scheiden. 
Ist die Funktion ® nämlich derart, dass dieselbe der Gleichung 
DOADEDVZEU BR, nn (©. 28) 
wo A, “#, v willkürliche Vektoren sind, nicht genügt, so gilt 
(f.32) und weil @® selbsteonjugirt ist, ergibt (0.27) für 
diesen Fall 
a AR ME (©. 29) 
Wenn @® jedoch der Gleichung (Ü. 27) genügt, so erhält man 
nach (/f. 52) 
u. = Ur = UN. 
Genügt der Gleichung 
Dr 
nur eine bestimmte Richtung, so kommt dieselbe somit unter 
drei conjugirten Richtungen stets vor. 
57. Wir wollen jedoch den ersten Fall für jetzt nur weiter 
verfolgen. Es kann nämlich leicht gezeigt werden, dass hierbei 
die Funktion ® stets in die Form 
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Dana, Sa,pt n,a',S2,p + nza',So',p 
geschrieben werden kann. 
Denn allgemein ist nach (c. 45) 
PX 2,0, — a, 82,00 4 2,S2,&,p + 2,88, Ayp, 
somit 
DpSz, &,%, = Dax, Sx,&%,p + Da,Ia,a,p + Da,Sx, zyp 
—= rla, Var,a2,82,2,p + a, Va,a, Sa,x,p-+ a, V&, 2,8%, &,p] 
und schliesslich [nach (©. 29) 
Dp—n a Sa pt na, Sa, p + n,2, 8a, p, 
wenn gesetzt wird 
Ve,ı,—=ua,, Va,a =4,, Vaa, 0, 
REIS ARCHE VE Sg, NER 
Die Funktion @717 erhält sodann dieselbe Form; denn, weil 
nach (c. 46) 
px, 2,2, = Va,a,S&,0-+ Vaza, Sa,p + Vax,%,8%sp, 


so ist 
& a 1 
2dpSa, 0,0, = — Sa p + Sa, + — Sa;p. 
a 2 3 


58. Wir bestimmen nun die Systeme conjugirter Richtungen, 
welche unter sich rechtwinklig sind. Es treten in diesem Falle 
zu den Gleichungen (ÜC. 25) (C. 26) noch die Bedingungen 

Sa,&, = 82,8, = 82,02, =, 
somit wenn wir &,, &,, z, als Einheitsvektoren betrachten 
a, = Va,0,, a, = Va,a, , 2, = Va,2,. 

Nach (C. 29) ist daher in dem Falle, wo ® nicht der Glei- 

chung (0. 28) genügt 
2a, = a,ıD—a, oder V.a,Dda, —=0, 
und dieselbe Gleichung wird auch für «,, &, gelten. 

Nun ist aber im Art. 155 der Theorie ausführlich erörtert, 
dass jener Gleichung stets für den Fall der Selbsteonjugation 
der Funktion ® drei reelle Vektoren genügen; es ist somit der 
Satz bewiesen: Jede Fläche zweiter Ordnung hat im allgemeinen 
nur ein einziges System unter sich rechtwinkliger 
conjugirter Richtungen. 

In dem anderen Falle, wo ® der Gleichung (Ü. 23) Genüge 
leistet, fällt die eine dieser Richtungen mit dem Vektor = zu- 
sammen. 
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59. Es gibt ein einziges System von drei Richtungen, welche 
in Bezug auf zwei Flächen zweiter Ordnung zu einander con- 
Jugirt sind. | 

Denn sind die Vektorfunktionen, welche in den Gleichungen 
jener Flächen enthalten sind, ®, Y, so müssen die Gleichun- 
gen stattfinden 

8.2.00, =0, S2,02,=0, S.2,0« — 0 (0. 31) 
Sa Va, =0, Sa, =0, Sala, =0 \ © 
somit 
Da, =uVa,a, und va, =yVaa,, 
daher auch 
Da,|Ivx, oder V.da,Ve, =). 

Derselben Gleichung müssen aber auch &,, 2, genügen. 
Somit sind 2, , &,, &, Lösungen der Gleichung 

vor —\. 

Dieselbe hat stets drei Wurzeln; denn, setzt man Dp=1r, 
so geht dieselbe über in 

Wobei 0, 
sodass « eine Hauptrichtung für die Funktion Yo! ist. Weil 
diese Funktion aber nicht selbsteonjugirt ist, so sind die 
Wurzeln nicht stets reell. 

Dass umgekehrt auch die so gefundenen Werte den Glei- 
chungen (0.31) Genüge leisten, kann leicht verificirt werden. 
Sind nämlich o,, o,, o, die Wurzeln, so dass 

vorle, = ms, , Vol, = m,0,, VO, =m;0;, 
so sind die Werte der Grössen &, , &,, &; 
„rt, s=oTn,, ,—=0Tte, 
und es muss nur gezeigt werden, dass z. B. 
Se, pre, —\. 
Nun ist aber 
Ds, = m Ye, , Dre, = m,bTe,. 
Operirt man an die erste Gleichung mit S.r,, an die zweite 
mit S.o,, so entstehen die Relationen 
S7,0 1, =m S.o,b1s,, Se,DIe, =m,Se,bTte,, 
und dies erfordert 
Se,D-Ie, = So, be, = 0, 
so lange m, und m, ungleich sind. 
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60. Bevor wir zu einer teilweisen Classification der Flächen 
zweiter Ordnung übergehen, wollen wir noch die Bedingung 
aufsuchen, welche erfüllt sein muss, damit eine Ebene 

S—)B=0 ......... (C. 32) 
die Fläche in einem Punkte berühre. Es sei « der Berührungs- 
punkt, so muss die Gleichung (C. 32) mit derjenigen der Tan- 
gsentenebene im Punkte 

SD te) +Sreta=0 
identisch sein. Somit muss 
Ds+e  Sce-+a 

ER 

Ausserdem genügt « der Gleichung der Fläche. Wir können 
nun an (0. 33), nachdem diese Gleichung in die Form 

Set & 
Po A gpege, Re ß 
geschrieben ist, mit S.DP”1e operiren und dadurch Ser ta be- 
stimmen 











(— SeD—le +a) Saß 
Selatp) 
und jetzt ist auch unmittelbar # bekannt, nämlich 

. Sedpmle—a | a 
an 

Trägt man diesen Wert in die Gleichung der Fläche ein, so 
wird die verlangte Bedingung erhalten 

Bla + De) — SBO-1R (Sed—le — a) = 0. 

Wir könnten hieraus nun aufs neue durch die Theorie der 
Enveloppen oder auch durch andere Betrachtungen die Glei- 
chung des Tangentenkegels aus dem Punkte z an die Fläche 
gelegt erhalten, doch wollen wir nicht länger hierbei verweilen, 

61. Suchen wir nun weiter die Bedingungen festzustellen, 
denen die Grössen ®, e, & der Gleichung der Fläche genügen 
müssen, damit die allgemeine Gleichung specielle Gebilde zwei- 
ter Ordnung darstelle. 

Zuerst fragen wir nach der Bedingung für das Vorhanden- 
sein eines Mittelpunktes. Nach Art. 54 ist diese einfach, dass 
die Gleichung 


Ser - a— 


c 


ni Deren. are (©. 35) 
gelöst werden kann. 

Genügt dieser Gleichung der Vektor eines in endlicher Ent- 
fernung liegenden Punktes, so kann die Gleichung der Fläche 
bedeutend vereinfacht werden. Wir verlegen sodann den Ur- 
sprung der Vektoren für die Punkte der Fläche nach dem 
Punkte «#, setzen daher 

=u Tu=o— oT. 

Die Substitution dieses Wertes in die Gleichung der Fläche 

ergibt 


Sada =S8D le —a=b....... (©. 36) 
Wenn die Grösse b verschwindet, d. h. wenn 
ea el a HE RE Er (C. 37) 


so wird der Gleichung (0.35) durch zu» genügt, wenn das- 
selbe von ® gilt; die Fläche zweiter Ordnung ist in diesem 
Falle somit ein Kegel. 

Es lässt sich aber leicht zeigen, dass (C. 36) die allgemein- 
ste Bedingung ist, der ®, e, a genügen müssen, damit die 
Gleichung einen Kegel darstelle. Denn in diesem Falle muss in 
der Gleichung (Ü. 4) vr sich so bestimmen lassen, dass derselben, 
bei bestimmter Wahl von r, unabhängig von x, genügt wird. 
Somit muss 

Sc +2) ta=0, Dote=V0 
und die Elimination von v ergibt (Ü. 37). 

62. Vielleicht mag es hier der Ort sein zu bemerken, dass die 
Gleichung (0.36) der Flächen zweiter Ordnung mit einem 
Mittelpunkte in eine sehr einfache Form geschrieben werden 
kann, welche bisweilen mit Vorteil angewandt wird. Denken 
wir nämlich eine neue lineare Vektorfunktion x» eingeführt, 
welche durch die Gleichung 

W=TFx’ 
definirt wird, wo das obere oder das untere Zeichen zu wählen 
ist, je nachdem 5 positiv oder negativ ist, so entsteht 
Soya=Tb oder (xe)”’=Tb 
und schliesslich 
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Wenn demnach & ein Punkt des Ellipsoids (0. 36) ist, so 
ist xo ein Punkt einer Kugel. Die Operation x! deformirt 
daher eine Kugelfläche zu einem Ellipsoid, oder es bringt die- 
selbe drei unter sich rechtwinklige Ausdehnungen oder Zu- 
sammendrückungen hervor, deren Grösse und Richtung un- 
mittelbar der Funktion ® oder — x? zu entnehmen sind. 

Sind «, r zwei conjugirte Halbmesser der Ellipsoids, somit 

ScOdr—.0n 
so ergibt sich 
Sex =Surxt—=0, 
d. h. die den conjugirten Halbmessern des Ellipsoids entspre- 
chenden Radien der Kugel sind senkrecht zu einander. 

Den Achsen des Ellipsoids wird daher auch ein rechtwinkliges 
System von Badien der Kugel entsprechen. Wir werden bald 
sehen, dass diese beiden Systeme unter sich rechtwinkliger 
Richtungen sogar zusammenfallen. 

Die Funktion x» ist bei den Annahmen, dass 5 positiv ist und 
die Wurzeln der symbolischen Gleichung (/. 48) für & sämt- 
lich negativ sind, leicht anzugeben. Nach der Gleichung (/. 99) 
hat man mit der im Art. 162 der Theorie angewandten Be- 
zeichnung 


N mp dpıP = MoPp2SpoP — M3SPgP y 
und es lässt sich nun leicht verificiren, dass 
= V—mm Pt V— mp2 Spap + V— mzp3SpzP 
sein muss. 

Hieraus erhellt sogleich, dass xp in diesem Falle selbstcon- 
jugirt ist und dieselben Hauptrichtungen wie die Funktion &p 
hat. Man erkennt auch leicht, welche Änderungen angebracht 
werden müssen, falls die obigen Voraussetzungen nicht zu- 
treffen. 

63. Es fragt sich nun, wann der Mittelpunkt der Fläche 
im Unendlichen liegt. Wir nehmen zu diesem Zwecke die all- 
gemeine Auflösung der Gleichung (0.35) zu Hülfe, welche im 
Art. 180 der Theorie hergeleitet ist und schreiben somit 


_ __ Sr VOuDv + Sue VOv@r + SveV pr DR 


SPADuDv 
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Wenn nun der Nenner verschwindet, d. h. wenn die Glei- 
chung (0. 28) stattfindet, und A, #, v ganz willkürlich gewählt 
sind, so haben nach (f.52) die Vektoren VYouov, Vavor, 
VoprQu dieselbe Richtung, nämlich die mit Ur bezeichnete, 
somit wird der Punkt % in die Unendlichkeit rücken: in der 
Richtung des Vektors #. 

Die Gleichung (C. 28) oder 

S.PIDdudV — 0 
ist somit die Bedingung dafür, dass die Fläche einen unendlich 
fernen Mittelpunkt habe. Aus Art. 56 geht noch hervor, dass 
die Richtung nach diesem Mittelpunkte in jedem Systeme con- 
jugirter Richtungen in Bezug auf die Fläche vorhanden ist. 

64. Wenn aber in diesem Falle auch der Zähler der Glei- 
chung (C.39) verschwindet, so wird der Wert von «# nicht 
unendlich gross, sondern unbestimmt, nämlich nach (/ 220) 

DASnEe — DuSre 
w=yUr-+ V.OrDu b 

Wir haben es in diesem Falle mit einem Cylinder zwei- 

ter Ordnung zu tun. Die Bedingung für diesen Fall 

Sie VDuDv + Sre VOvDA 4 Sve VDrQDu —= 0 
(mit (©. 28) verbunden) hat die Gestalt einer Vektorgleichung. 
Weil die darin enthaltenen Vektoren 

Vongv, Vo, VorDR 

sämtlich der Richtung nach mit Ur zusammenfallen, so ist 
dieselbe doch eine Skalarbedingung, nämlich 

Se(ATVoRDv + “#TVovdr + vTVorDu) = 0. ; 

Als Beispiel wollen wir wählen die in der Theorie schon 

erwähnte Funktion | 
Dp= y,Sa,p ar Y,0%,p 
mit der Bedingung der Selbstconjugation 
Var tar). 
Nun ist 
Voup = — Vy 9,94 Vaz,, 
somit wird die Bedingung für die Cylinderfläche 
Se(rS.av Va a, + uS.vr Va,a, + vS.r% Ve, &,) = 0 
oder nach (c. 45) 
Sex 2,8 = 0, somit Sea,2, —. 
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Daher wird 
Sp(7,8%P 79,8%, + 22) + a 0 
eine Cylinderfläche sein, falls e, @z,, x, complanar gegeben 
sind, dagegen in dem anderen Falle eine Fläche mit unend- 
lich fernem Mittelpunkt. Die Achse der Cylinderfläche ist pa- 
rallel zu Vx,x,, wie aus Art. 183 der Theorie hervorgeht. 
65. Zum Abschluss dieser Betrachtungen seien dieselben 
weiter geführt für den Fall, wo die Vektorfunktion in die 
dreigliedrige Grundform gebracht ist nach Art. 158 der Theorie 
P=yrIrp + YoSayp + YzIazp 
mit der Bedingung der Selbsteonjugation (Art. 161 der Theorie) 
Var +9, +89) 0. 
Es ist sodann nach (f. 223) 
Me SYsYzEe Va, + SyzyıeVaza, + Sy YEVaı%, 
O8 2,838 YoY3 
Verlegen wir nun den Vektorenursprung nach diesem Mittel- 
punkte, so wird die Gleichung der Fläche nach (Ü. 35) 
SaDdw = — Seu — a—=b 
und wir haben es mit einem Kegel zu tun, wenn 
SYyY 382,2 3E45% ,9 882,0, 845% Y,EI2, 2,8 - aS2,2,2,8% 99%, —0 
Die Hauprichtungen für die Funktion ® können leicht be- 
stimmt werden. Die symbolische Gleichung, der ® genügt, 
ist nämlich 
SY 929308500, +DS(Va,a, Vyy3 + Vaze, Vy;7, 4 Va,a,Vy,9)) 
+ 9°5(2, 9% 4 2% 9% + 893) — 20... . (0.40) 
Wenn man uun hierin ® durch m ersetzt und die drei 
Wurzeln dieser Gleichung m,, m,, m, bestimmt, so findet man 
die Richtungen der Achsen nach Art. 58 aus 
( —- m), =, @ —- m), =0, (® — m), —=0. (C. 41) 
welche nach Art. 182 der Theorie gelöst werden können. 
Sind ?,, P,, £, Einheitsvektoren, so ist die Länge der Halb- 
achsen leicht zu finden. Denn damit der Punkt x der Fläche 
angehöre, muss 





RL = 


vb 
V Se Os 
und die Länge des Radiusvektors in der Richtnng ist somit 
allgemein 





«Std =b somit 2 — 
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VE eR ne 
Vrdos VS.UrQUs 
Demnach sind die Längen der Halbachsen gleich 
vb vb Vb | 
VS or V Sp, OT VS.p, Op; 
somit nach (0. 41) 
vb vb vb 
ee ee 
Nach Art. 162 der Theorie nimmt ®» nun die Gestalt an 
Do = — mp, IPı® — MypySP,® — M;P3SPz8 , 
womit die Gleichung in die möglichst einfache Gestalt über- 
geführt ist. 

Von der Übereinstimmung der Zeichen der Wurzeln der 
Gleichung (C. 40) hängt somit ab, ob man es mit einem El- 
lipsoid, mit einem einschaligen oder zweischaligen Hyperboloid 
zu tun hat. 








Der Kegel 
SoDdw — 0 
ist der Asymptotenkegel der Fläche 
Soda —=b, 


weil die unendlich fernen Punkte der letzten Gleichung auch 
der ersteren Genüge leisten. 

66. Die Bedingung für einen unendlich fernen Mittelpunkt ist 

Dart, 
wenn nicht zugleich eine der Gleichungen 
SYyYyEe=0, HYEe=0, Ye = 0 
erfüllt ist. Die Richtung des Mittelpunktes wird durch den 
Zähler des Ausdrucks für # gegeben, welcher leicht in den 
mit (/. 221) bezeichneten Wert = übergeht, wenn man be- 
achtet dass in diesem Falle 

rer Var Var rm. =3TVy 93 
gesetzt werden kann. 

Die Bedingung der Selbstconjugation führt aber mit sich, 
dass der Vektor = mit x identisch wird, denn es ist allge- 
mein r = zV.pAD’«, somit hier 

a—=2V. 910% =y Kyır.- 
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Somit ist schliesslich zu setzen 
L-— UVaays ee... (©. 43) 

Verlegt man nun den Ursprung der Vektoren nach einem 
Punkte « der Fläche, so erhält die Gleichung derselben die 
Form 

Soda +28 —=0...... EU) 
wenn wie in (0. 11) | 
VD ee (C. 45) 
gesetzt ist. Nach unsren Annahmen kann v nicht verschwin- 
den, so lange « nicht ins Unendliche rückt, was offenbar 
unmöglich ist. 

Die Gleichung (C. 44) kann nun weiter dadurch vereinfacht 
werden, dass wir, wie im Art. 183 der Theorie schon erörtert 
ist, die Vektoren «,, %,, &, derart wählen, dass 

Ve 
wodurch &p in y,S2,p 4 Y,8x,p übergeht. 

Wir könnten aber auch auf die Funktion ® wieder die recht- 
winklige Transformation anwenden. Nach der Gleichung (f. 56), 
woran wir mit & operiren, genügt die Funktion ® der sym- 
bolischen Gleichung 

0 — 2,9? 0-0. 

Setzt man hierin wieder m statt ®, so ergeben sich drei 
Werte für m, von denen der eine verschwindet. Die anderen 
nennen wir m,, m,, so werden die Hauptrichtungen gefun- 
den aus | 

9 =, P - m =I, P— m), —V. 

Die erste derselben ist in diesem Falle die Richtung nach 
dem unendlich fernen Mittelpunkt «. Es nimmt nun die Funk- 
tion ® die Gestalt an 

9 =— mp SpjP = Myp5 Pop; 
weil D« verschwindet, und hiermit ist wieder für die Gleichung 
der Fläche die einfachste Form erhalten. Wir geraten in dieser 
Weise zum elliptischen oder hyperbolischen Paraboloid, je nach- 
dem die Zeichen der Wurzeln m,, m, übereinstimmen oder nicht. 

Der Vektor v kann specieller in « übergeführt werden; 
denn nach (C.45), (C.11) haben wir sodann nur den Punkt 
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der Fläche zu bestimmen, wo die Normale der Richtung & 
parallel ist. Setzen wir daher 

Dar Ha=nlar. inch ‚mist (0. 46) 
so gilt es aus dieser Gleichung und derjenigen der Fläche o 
zu bestimmen. Dadurch erhalten wir sodann den Scheitel 
der Fläche. Nun folgt aus (C. 46) 

ETF NE (©. 47) 
und dieser Vektor wird nach dem Vorhergehenden unendlich 
gross sein, es sei denn, dass x# — e in der Ebene der Vek- 
toren Y%,, %,, Y, enthalten ist. Somit muss 

Y,Y;(00 — €) — 0 
sein, oder nach (Ü. 43) 

Selzk — 2)—=0, 2 —= Su 
und hiermit wird nun 
Da WEL re (C. 48) 
Dieser Ausdruck stellt allgemein für den betrachteten Fall 
den Scheitel der Fläche dar. Ihr Wert ergibt sich leicht aus 
(f. 220), wenn man darin für A, « die Vektoren Va,a,, Va,«, 
wählt und für 9 «Ve! setzt; somit ist 
er Y,9.0,8,4 Ven! — y,9.0,0,2 Ver! 
e=y@-+ SER “.. (0249) 
wobei auf (/. 87), (f. 85) zu achten ist. Schliesslich erhält man 
den Wert von y durch Substitution dieses Wertes in die Glei- 
chung der Fläche. Setzt man statt (C. 49) 
YA K 
so ergibt sich die Gleichung ersten Grades 
2ySer = — Su(Px + 2e) — a, 
sodass die Fläche nur einen Scheitel hat. 
Der Fall eines unendlich fernen Mittelpunktes tritt stets 
ein, wenn die Vektorfunktion in die Form 

7,8%P + Y2I%op 
sich bringen lässt und gleichzeitig Sy,y,e nicht verschwindet. 

67. Wir wollen nun nicht bei diesen specielleren Fragen 
länger stehen bleiben; nur sei bemerkt, dass die Transforma- 
tionen, welche wir in der Theorie ausführlich erörtert haben, 
und denen wir die Namen rechtwinklige, cyclische, focale 
Transformation beilegten,, die Gleichungen der Flächen zweiter 
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Ordnung in specielle Formen zu bringen gestatten, deren 
wir gelegentlich bedürfen werden. 

In diesem Artikel wollen wir eine Eigenschaft zeigen, wel- 
che stattfindet, wenn die Fläche eine Rotationsfläche ist. 

Ist & ein Punkt der Rotationsachse, deren Richtung mit ß& 
zusammenfällt, so muss jede Ebene 

Sp— zB =0........ (©. 50) 
die Oberfläche 

Skdp+2) Ta—=0.....:... (C. 51) 
in einem Kreise schneiden, dessen Mittelpunkt der Punkt — zß 
ist. Somit muss für alle Werte von p, welche den Gleichungen 
(0. 50) (©. 51) Genüge leisten 

P—2+2P"=f(e). 
Indem man bei bestimmtem x differentürt, entsteht 

Sp — +2) —=0, SBh—(, 
Sr +)h=0, 
somit 
SB — +28) (p+ = 0 
oder 
So) mtd)=0 ....:... (C. 52) 

Diese Gleichung drückt aus, dass die Normale zur Fläche 
in einem Meridianschnitt enthalten ist. 

Aus den vorhergehenden Artikeln erhellt, das die Bedin- 
gung, der die allgemeine Gleichung zweiten Grades genügen 
muss, damit dieselbe eine Rotationsfläche darstellt, ist, dass 
die symbolische Gleichung, welcher die Funktion ® genügt, 
zwei gleiche Wurzeln hat. Dabei kann der Mittelpunkt in 
endlicher Entfernung oder im Unendlichen liegen. 

68. Wir werden im Folgenden mehrere bekannten Eigen- 
schaften der Flächen zweiter Ordnung mit einem Mittelpunkte 
in endlicher Entfernung zeigen. Dabei sei stets die Gleichung 
(C. 35), oder 

SoDps— bruuseeliel 1a. (Ü. 53) 
der Ausgangspunkt unsrer Darstellung. In diesem Falle ist, 
wie schon bemerkt, der Mittelpunkt der Fläche als Vektoren- 
ursprung gewählt. 
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Im Art. 65 haben wir gezeigt, dass die Länge des Vektors, 
welcher den Mittelpunkt mit einem Punkte der Fläche verbin- 
det, durch | 

vb 
VS.Us®Urs 
dargestellt wird, wenn die Richtung des Vektors mit Us zu- 
sammenfällt. 

Mit Benutzung dieser Formel wollen wir nun zuerst den 
Satz beweisen: die Summe der Quadrate der reciproken Längen 
dreier unter sich rechtwinkligen Halbmesser ist constant. 

Sind &,, &,, &, Einheitsvektoren in den Richtungen jener 
Halbmesser, so ist nach (Ü.44) zu beweisen 

Sa, de, + Sa,da, + 82,02,=0. ..... (C. 54) 
wenn 
DA di = DD li een (Ö. 90) 

Setzen wir nun in (0.54) statt &,, &,, &,, So weit diese 
Grössen nicht unter dem Funktionszeichen ® vorkommen, die 
aus (0.55) sich ergebenden Werte a,2,, &,2,, &,2,, so ent- 
steht der Ausdruck 

S(&,2,D&, + 2%, Pax, + 2,2,9%,) 
und dieser ist, weil ® selbst conjugirt ist, nach (/. 41) gleich 
2,04, &,&; = — Ryı 
wodurch die Gleichung (©. 51) bewiesen ist. 

Hiermit ist nun aber zugleich eine Deutung der Invariante 
%,, welche in der Theorie der linearen Vektorfunktion (Art. 
145 der Theorie) auftritt, gefunden. 

Die Invariante x, kann ebenfalls leicht gedeutet werden, 
wenn man nur beachtet, dass dieselbe bei Benutzung von &,, 
&%,, &%, übergeht in 

2, = — a,02,02, + %,90,Pa, + 2,02, Da,) 
— — x(Sa, Da, + 82,012, + 82,012.) 
sodass = der Form (C.54) gleich kommt, nachdem ® darin 
durch 2-1 ersetzt ist. Wir werden aber im Art. 70 noch zu 
einer anderen Deutung geraten. 


Der erwähnte Satz ist aber nur ein Specialfall eines weit 
7 
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allgemeineren Satzes, welcher leicht hergeleitet wird. Nach 
(C. 24) ist nämlich das Produkt der Segmente einer Sekante 
aus einem beliebigen Punkte s in der Richtung des Vektors r 
an die Fläche gezogen 
De Seo +2) ta 
S.Ur® Ur 

Ziehen wir daher aus diesem Punkte drei Sekanten in unter 
sich rechtwinkligen Richtungen, so wird der Gleichung (C. 54) 
zufolge die Summe der reciproken Werte der Produkte der 
Segmente einer jeden Secante constant sein. 

Wählen wir speciell für jenen Punkt den Mittelpunkt der 
Fläche, so erhalten wir den ursprünglichen Satz. 

69. Wenn man aus dem Centrum der Fläche ein Perpendikel 
auf eine Tangentenebene fallen lässt, so ist die Länge des- 
selben leicht zu finden. Die Gleichung der Tangentenebene in 
einem Punkte & der Fläche ist nämlich nach (Ü. 6) 

Spde—=b, 
und die Länge des Lotes, aus dem Vektorenursprung darauf 
gefällt, ist daher 
b 
Zi oa‘ 

Es seien nun drei unter sich rechtwinklige Tangentenebenen 
an die Fläche gelegt, so kann gezeigt werden, dass die Summe 
der Quadrate der Perpendikel, aus dem Mittelpunkte auf diese 
Ebenen gefällt, für alle derartigen Systeme constant ist. Es ist 
daher zu beweisen, dass 


1 1 1 
TER NET ze BB (0. 56) 
wenn 
Spa, dx, = Sde,da, = SDa,dx, =0.. . . (0.57) 
und 


82,02, = S2,da, = S2,02,=b...... (©. 58) 
Diese Gleichungen lassen sich leicht umgestalten. Setzt man 
nämlich 
Da, =Bß, ; Da, —=ß,;, 9, —=Bß;; 
so gehen dieselben über in die nachstehende 


BFFREHR Feb: er (©. 59) 
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wenn 
Sß,R, = Sß,ß, = Sß;ß, — 0 
und .. . (©. 60) 
SB,PT'R, = SR,P"'R, = SB;OT'R, = b 

Aus den letzteren Gleichungen folgt nun 
r u b Ben 
18, = 578,908, —=— ß?’, usw 
und die Gleichung (C. 59) erfordert somit nur, dass 

z8.Uß,p-!Up, =C 
sei, wenn die ersteren Gleichungen des Systems (C. 60) statt- 
finden. Dies ist aber schon im vorhergehenden Artikel bewiesen. 

Wir wollen noch einige Betrachtungen über jene Perpendikel, 
aus dem ÜÖentrum auf die Tangentenebenen gefällt, anstellen. 
Suchen wir nämlich den Ort des Fusspunktes des Perpendikels. 
Für die Tangentenebene im Punkte & ist der Fusspunkt 

a — b(De)-!. 
Nun beschreibt & die Fläche 
DR DEE EN. (©. 61) 
Es ergibt sich daher | . 
da =bu", a =bp "u! 
und durch Substitution in (C. 61) 
bS..0d "a — w*. 

Der Fusspunkt beschreibt daher eine Fläche vierter Ordnung, 
der wir später noch begegnen werden. (S. 114) 

70. Wir kommen jetzt zu den bekannten Sätzen über 
die conjugirten Halbmesser der Flächen zweiter Ord- 
nung. Allgemein seien drei solche der Richtung und Länge 
nach mit %,, &,, &, bezeichnet. Es bestehen sodann die Systeme 
der Gleichungen 

Sz, Da, = 82,02, =82,0a, —=0..... (©. 62) 
Da Da DE, Da RD ei: (0. 63) 

Ohne eine specielle Form für ® vorauszusetzen, können nun 
leicht eine Reihe von Sätzen bewiesen werden. Aus (U. 62) 
folgt nämlich 

Da, —=aVa,a, (a skalar). 
Indem nun mit S.“, an diese Gleichung operirt und die 
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dritte der Gleichungen (C. 63) beachtet wird, entsteht 
Sa2,P&, = aSa, 2,2, =b. 
Hieraus lässt sich a bestimmen und es wird sodann weiter 
gefunden 
bVa,e, 
le I2, %,%; 
oder mit Rücksicht auf (f. 32) 
u, Pn Vaa, _ b Voa 98, 
Sa, &%,%, Sr SR, &,%, 
In ähnlicher Weise erhält man 
; __b Voa,Pe, y b Voa V9a,98, 
u u ne Se ra 
Öperirt man nun hieran mit S.x,, S.x,, u.s.w. und addirt 
die Resultate, so entsteht 


tt DATEIEN . (C. 65) 
oder in Worten: die Summe der Quadrate der Längen dreier 
conjugirten Durchmesser ist constant. 

Durch Multiplikation der Gleichungen von der Form (0. 64) 
und Operation mit S an das Produkt entsteht 


3 


2. 
SPda, Dx,Dx, — REN Ve,a,)(Va,e,)(Va,«,) 





. (0. 64) 


> 


in nach Art. 169 der Theorie. 


BER 2 
Berücksichtigt man die Gleichung (f. 37), so kann dieses 
Resultat in die nachstehende Gleichung umgeformt werden 
b° 


IX &,0, 


Sa, &,&, — b ae - RR (©. 66) 


oder in Worten: Das Parallelepiped auf drei conjugirten Durch- 
messern ist constant. 

Wenn man an (0.64) mit S.Px, und auch mit S.2,«, ope- 
rirt, so entstehen die beiden Relationen 


(2%,)” — 








IX, &,k, = — 


somit 
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I. &,%, 
deren jede zu neuen Beziehungen führt. Denn wenn die beiden 
der Gleichung (0.67) analog gebildeten Gleichungen zu der- 
selben addirt werden, erhält man 

(82)? (02,): + (B;)=ba.. ..... (C. 69) 
wobei auf (/.41) Rücksicht zu nehmen ist. In derselben Weise 
ergibt die Relation (©. 68) mit den analog gebildeten 


2 2 
(Va,&;)”+ (Va;a,)’ +(Va,a,)’ = nn De m 


x 

sodass wir nun zwei neue Sätze gewonnen haben, deren erster 
lautet: Die Summe der Quadrate der reciproken Längen der 
Perpendikel aus dem Centrum auf drei Tangentenebenen in den 
Endpunkten dreier conjugirten Halbmesser gefällt, ist constant; 
und der zweite ist in Worten: Die Summe der Quadrate der 
von drei conjugirten Halbmessern in Paaren gebildeten Paral- 
lelogramme ist constant. 

Aus den hier bewiesenen Eigenschaften lassen sich nun aber 
noch ganz leicht mehrere andere folgern. Denn, weil die Funk- 
tion ® der symbolischen Gleichung (f. 48) oder 

2 — 2.9.9 —0=0....... (0.71) 
genügt, so erhält man, wenn man diese Gleichung nach ein- 
ander auf die Vektoren &,, &,, a, anwendet, nachher mit S.x, , 
S.%,, 9.2, an die erhaltenen Resultate operirt und schliesslich 
addirt 


80, 8,0%, =; 


(©. 70) 


va? — 0,2820 + 2,2820’2 — ZSaQ’a — 0 
oder 
Zar?” — 2,2820da + 0,2(Da)? — ZSad?a — 0, 
und weil die ersteren drei Glieder nach (©. 65) (C. 63) (C. 69) 
bekannt sind, so gilt dasselbe von ZS5x@°z oder ZSPdaD°e. 
In ähnlicher Weise kann man verfahren, wenn man zuerst 
an (C. 71) mit @* operirt hat, wo n jede ganze Zahl sein kann. 
Jedem der so erhaltenen Resultate kommt natürlich eine 
bestimmte geometrische Deutung zu; wir wollen uns nur noch 
damit beschäftigen die Gleichung 
329°’ — ESDdadlDda) = U 


zu interpretiren. Die Länge /, des Radiusvektor der Fläche, 
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welche der Normale zur Tangentenebene im Punkte z, parallel 
ist, ist nach (C. 42) 

vb: VS.U9«, 9(U9a,). 
Daher ist 

N 3 
Soda, D’a, = = — or ) 

wenn _L, die Länge des Lotes ist aus dem Centrum auf jene 
Tangentenebene gefällt. Die vorige Gleichung enthält daher den 
Satz: Wenn man aus dem Mittelpunkte einer Fläche zweiter 
Ordnung Senkrechten zu den Tangentenebenen in den End- 
punkten dreier conjugirten Halbmesser zieht und die Schnitt- 
punkte dieser Senkrechten mit der Fläche und mit den Tan- 
gentenebenen bestimmt, so ist die Summe der reciproken Werte 
der Quadrate von den Produkten aus den erhaltenen Segmenten 
einer jeden Senkrechten constant. 

Wir beweisen nun weiter den Satz: die Summe der Quadrate 
der Projectionen von drei conjugirten Halbmessern auf eine 
beliebige Gerade ist constant. Die Länge der Projection des 
Halbmessers ©, auf den Einheitsvektor p ist nämlich 78x,p; 
somit ist zu beweisen 

(S&,p)” + (S&,p)* + (Sx,p)? = constant. 

Nun ist 


(Se, > —=S(P "pP, Sa, p—= 


somit ist 





S(D1.Vx,a,)Sx,p nach (0.67) 


Öx,%,%; 


Z(Sz,p)’= 





Sp—1r(Va,2,S2,p+ Va,a, S2,p+ Va 2,S2,P) 


IR, &,%, 


Wh S.D1rlpSz,x,&,) nach (O. 46) 


Sa, &y%s 





oder schliesslich 
(Sa, p)? = bSpd po = constant. . . . . . (C. 72) 
Weil im allgemeinen 
9®—- V’’=N 
so ist 
3(Sz, p)* = pa,” — ZN Va; p 
und hieraus in Verbindung mit (0.72) (Ü. 65) 
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ZNVep=b (& p? — Sp@ 1) = constant. . . (0. 73) 


oder in Worten der Satz: die Summe der Quadrate der Pro- 
jectionen dreier conjugirten Halbmesser auf eine beliebige Ebene 
ist constant. 

71. Wenn in dem Punkte o der Fläche eine Tangentenebene 
an die Fläche gelegt wird, so ist dieselbe der zur Richtung 
conjugirten Diametralebene parallel, wie aus den Gleichungen 
jener Ebenen hervorgeht 

Sdcr +b=0 und Spde =0. 

Nehmen wir drei conjugirte Halbmesser und bringen in die 

Endpunkte derselben Tangentenebenen 

Spda, =b, Spda,=b, Sppa,=b... . (0.74) 
Es wird nun der Ort des Durchschnittpunktes dieser Ebenen 
gesucht. 

Aus den Bedingungen (C. 62) (C. 63) folgt zunächst (C. 67) 
oder 

_ bVa,o, 

247 So 
Wenn man diesen Wert und die analogen in (C. 74) ein- 
trägt, so entsteht 
Sp&,%, = Ipa,%, —= Spk, &, — S@,&,%;,. 
Nach (c. 45) ist aber 
PS, &,%; = 0, 00,&;p + &, 88,2, + 2,88, &,P, 
somit 
peu t%,-+e;. 
Addirt man nun die Gleichungen (O. 74), so entsteht 
Spd(&, + a, -+ a,)= 3b, somit Spdp = 3b 
als Gleichung des Ortes. Nun sahen wir im Art. 65, dass die 
Halbachsen der gegebenen Fläche mittelst 5, m, m,, m, aus- 
gedrückt werden. Augenscheinlich ist daher der gesuchte Ort 
eine Fläche zweiter Ordnung, welche concentrisch und coaxial 
mit der gegebenen, und derselben ähnlich ist mit dem Ähn- 
lichkeitsverhältnis v3. 

Auch wollen wir den Ort suchen des Schnittpunktes dreier 

unter sich rechtwinkligen Tangentenebenen der Fläche. Sind 
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&, &, x die Berührungspunkte, so sind die Gleichungen der 
Tangentenebenen 

Sppa = HPpR —= Spy —=b, 
mit den Bedingungen 

Sada — SBOR = SyQy —b 

SPRPy = SPpypa — SPapß —0. 
Setzt man 
02 = %; DB—=B, ‚Or ==#y7) 

so gehen die vorhergehenden Gleichungen über in 


Sa, =, = Sy, =b....:... (©. 75) 
82, da, = SB, DR = mp, mb... . (0.76) 
Br = Nail =I .:..». (C. 77) 


Aus den Gleichungen (©. 75) erhält man leicht 
VAy Sept Pr Sßet+ VrB Sy p=bVlRß,yr, +rı% + %Bß,) 
somit nach (c. 46) (0. 77) 

82,8, IV Brı That aß) - - - - (0.78) 

Weil z,, 8,, Y%, unter sich rechtwinklig sind, ist 

Sa, 8,9%, = Ta,ßır, 9. U, Uß, Uy, = — Ta,ß,y, nach (b. 80) 
Br, Fa aß 9 =—%"Ta,ß,y, u.8. w. 
Somit kann aus der Gleichung (0. 78) geschlossen werden 
Pa +A 4) 

Die Grössen &,, ß,, %, genügen aber denselben Bedingungen 
wie ß,, ß,, ß,; im Art. 69, welche mit (©. 60) bezeichnet sind. 
Es ist daselbst nachgewiesen, dass sodann die Relation (O. 59) 
stattfindet. Somit erhalten wir in unsrem Falle 

p? = constant. 

Der gesuchte Ort ist daher eine Kugel. 

72. Wenn durch einen festen Punkt s der Fläche drei unter 
sich rechtwinklige Vektoren gezogen werden, so geht die 
Ebene, welche die Schnittpunkte derselben mit der Fläche ent- 
hält, durch einen festen Punkt, wenn das Vektorensystem sich 
bewegt. Sind z, 8, % Einheitsvektoren, welche zu einander 
rechtwinklig aus dem Punkte so gezogen werden, so sind die 
Sehnittpunkte derselben mit der Fläche nach (C. 4) zu bestim- 
men, nämlich 
Scdx 
S2Da 


Scoß 
SRDR 


e— 2a 





’ e— 2ß 


b] U. S. W, 
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und die Gleichung der Ebene, welche diese drei Punkte ent- 
hält, ist nach (d. 7) 








So o) (Or ae tra + ah ar) + 2Sahr = 
Setzt man hierin 
ag ee) SDax + BScDß + ySrdy 
S2da + SBDOR-+ SyDr 


so wird derselben genügt !). Der Wert von p, welcher hieraus 
sich ergibt, kann jedoch leicht umgestaltet werden. Es ist näm- 
lich, weil x, 8, y ein rechtwinkliges System bilden, 

Dr = — aSade — BSBDr — ySydr 
und der Nenner jenes Bruches ist nach (©. 54) constant, nän- 
lich — x, mit der Bezeichnung des Artikels 146 der Theorie. 
Somit wird der Wert von p 


Es ist nun leicht den geometrischen Ort des Punktes p zu 
bestimmen, wenn os die Fläche beschreibt. Es folgt nämlich 
aus (0. 79) unmittelbar 

2 5 
2, ie (0 er 
und bei Einführung in die Gleichung der Fläche entsteht 


s(-2) ‚(9 — JE =, 


Der Punkt p beschreibt somit eine der gegebenen Fläche 
concentrische Fläche zweiter Ordnung. 

73. Andere Beispiele geometrischer Örter sind: 1°. der Ort 
des Punktes, aus dem drei unter sich rechtwinklige Tangenten 
an die Fläche gelegt werden können. 

Ist p ein Punkt des Ortes und sind &,, &,, z, Einheitsvek- 
toren in den Richtungen eines solchen Systems von Tangenten, 
so ist, wie aus (Ö.4) leicht erkannt wird, 

SP, — (Spdp — b) Sa, Dax, — 0 
S.pDa, — (Sp@p — b) Sa,De, = ) 
Spa, — (Sppp — b) Sa,Da, — 0 


. (©. 80) 


1) Man vergleiche die sechste Aufgabe im Art. 89. 
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Sa,&, = Sa,a, = 9%, = 0 
und es müssen nun aus diesen Gleichungen «&,, 2,, z, eliminirt 
werden. 

Addition der Gleichungen (C. 80) ergibt mit Rücksicht 
auf Art. 68 

S°.2,Dp +9,04 9.20 + (SD — b) =. 

Weil aber &,, &,, &, ein rechtwinkliges System bilden, so 

kann hierfür unmittelbar nach (c. 56) geschrieben werden 

— (dp) + mp — b)=0, 
eine Fläche zweiter Ordnung, welche mit der gegebenen con- 
centrisch ist. 

2°. Es wird der Ort des Punktes gesucht, dessen Polarebene 
von dem Mittelpunkte in constanter Entfernung liegt. 

Wenn s ein Punkt des Ortes ist, so muss die Gleichung 
gelten 

nn — constant oder (®r)” = constant, 
oder schliesslich 
Sc®?s = constant. 

Der gesuchte Ort ist somit eine Flache zweiter Ordnung, 
welche mit der gegebenen concentrisch und coaxial ist. 

Soll das Lot, aus dem Punkte selbst auf seine Polarebene 
gefällt, constante Länge haben, so muss die Gleichung gelten 

Scodr — b 

DEN — constant, 
oder | 
(Scdr — b)* = C(B®r)?. 

In diesem Falle wird daher eine Fläche vierter Ordnung er- 
halten, welche wie leicht ersichtlich die gegebene Fläche be- 
rührt in ihrem Durchschnitte mit dem Kegel 

Tor =0 oder Sc®?r = 0. 

74. Wir wollen nun ein für die folgenden Abschnitte sehr 
wichtiges Problem erörtern. Es ist dies die Bestimmung des 
Durchschnittes der Fläche zweiter Ordnung 

NOTE USE (C. 81) 


mit der Ebene 
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Zuerst wollen wir den Mittelpunkt jenes Durchschnittes be- 
stimmen. Es sei derselbe &, genannt, sodass erstens die Glei- 
chung gilt 

S(a, —e)B=I......... (©. 83) 

Wählen wir nun einen Vektor senkrecht zu 8, den wir mit 

Vßir bezeichnen, wo A willkürlich ist, so muss die Gerade 

fe, + 2V Br 
die Fläche stets in solchen Punkten schneiden, denen gleiche 
doch entgegengesetzte Werte von x entsprechen ; somit muss 

Sa, Du, — b+ 2uSßrdr, + «?SBRAdVRA = 0 
für alle Werte von A zwei solche Werte von x ergeben; d. h. 
es verschwindet S.ßAd«, für jedes A, oder es ist 
Veor, —=0, Dr, —aß 

wo a näher bestimmt werden muss, Dies geschieht nun leicht 
mittelst der Gleichung (0. 83); setzt man in derselben nämlich 

A, = ad'ß, 
so wird gefunden 
Daß 


Borg: (08 


1 — en und &, = OB 
wodurch die Frage gelöst ist. 

Die vorhergehenden Gleichungen lassen jedoch noch eine 
Eigenschaft erkennen. Denn, weil die Gleichung der Ebene 
(©. 82) der Relation (C. 84) zufolge auch 

Sp — @)Pr, = 0 
geschrieben werden kann, so zeigt sich, dass diese Ebene der 
Tangentenebene parallel ist, welche in dem Schnittpunkte des 
Vektors & mit der Fläche an dieselbe gelegt wird. Die Glei- 
chung dieser Tangentenebene ist nämlich 

So, — VbSn, Da, 
wie leicht gefunden werden kann. 

Man zeigt weiter ohne Mühe, dass die Ebene (©. 82) der 
Diametralebene parallel geht, welche zur Richtung «, con- 
jugirt ist, 

Wenn die Ebene (0.82) sich selbst parallel verlegt wird, 
so bleibt nach (0.84) die Richtung des Mittelpunktsvektors 
ungeändert; daher der Satz: der Ort der Mittelpunkte paralleler 
ebener Durchschnitte der Fläche ist der Durchmesser, dessen 
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Richtung conjugirt ist zur Diametralebene, welche jenen Schnit- 
ten parallel ist. 

Wir müssen nun auch weiter die Richtung und die Grösse 
der Achsen des Durchschnittes bestimmen. Am einfachsten ge- 
schieht dies wohl, wenn wir diejenigen Durchmesser der Schnitt- 
curve bestimmen, deren Länge 7(p — «,) einen Maximum- oder 
Minimumwert hat. 

Es müssen deshalb die Gleichungen stattfinden 

dp — a,)=0 oder Sp — a,)hy=0, 
SB —=0 und Drd —=0, 
woraus unmittelbar sich ergibt 
Sl — u.) =I:...:... . . (0.85) 

In dem speciellen Falle, wo die Schnittebene den Mittel- 

punkt der Fläche enthält, geht diese Gleichung über in 

EL a ee (C. 86) 
und diesen Fall wollen wir zuerst weiter verfolgen. Es ist nun 
p zu bestimmen aus (C. 81), (C. 86) und 


SR ee ee (C. 87) 
Aus (©. 86) folgt zunächst 
DIEB EURE (©. 88) 
und durch Operation mit $.p 
yp? =b; 
somit geht (0.88) über in 
P— be)e=zP 


Pr elD E00) 
und in Verbindung mit (C. 87) 
SD — )B=0......:.. (C. 89) 
Nun kann nach (f. 38), (f. 43) jedoch gesetzt werden 
ud — BEFIR— aDTIR — be — PB) + brT"ß; 
daher durch Operation mit $.8 und mit Rücksicht auf (C. 89) 
2SBo IB Tp* + b(2,8? — SBEB) Te: + b’B’—=0. . (C. 90) 
woraus 7p?—= — p? gefunden werden kann. Weiter sind nun 
auch die Richtungen der Achsen bekannt, weil die Gleichung 
gilt 
DD Boa Ba nechalera (C. 91) 


Im allgemeinen Falle ist p zu bestimmen aus 
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Sp — MB =0, Ihr =b 
Sei )dp = Binnen 
Setzen wir nun 
P—m=e, 
so gehen die vorhergehenden Gleichungen über in 
Sea —=0, Scde + 2SeQdu, + Sa Du, =b 
Sßo(ds + Du,) =. 
Nun führen wir hierein den Wert von «, aus (0.84) ein 
und erhalten sodann 
_,_. (Su): 
Se el SBo-R 
NUT DER FR a (©. 93) 
und dies sind gerade die Gleichuugen für den vorigen Fall, 
nur ist 5 durch 
2 
a oder nach (C. 83) durch 5b — 2 
ersetzt. Die Gleichung, welche 7({p — «,) bestimmt, wird des- 
halb auch aus (0.89) oder (0.90) hervorgehen, wenn man 
einfach dieselbe Substitution ausführt, somit 


ET N | SAT)" + 


(Sa ß)? 2 
le or 
Bezeichnet man mit &, und t, die Werte von T(p — 2,)? 
welche sich hieraus ergeben, so ist 


(+ %)° (2,B* — SRPR)’ =. 
a Sr re er 

Somit ist das Verhältnis &, :t, ee von %, , wodurch 
der Satz bewiesen ist: 

Die Durchschnitte einer Fläche zweiter akang: mit paralle- 
len Ebenen sind ähnliche Kegelschnitte. 

Die Richtungen der Achsen des Durchschnittes sind schliess- 
lich durch die Gleichung 


Us — ua m Bea 0° 01) 














’ 


bestimmt. 
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Wir können nun leicht zeigen, dass die so bestimmten 
Achsen des Kegelschnittes zu einander senkrecht und conjugirt 
in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung sein müssen. Denn 
nach (C.93) kann gesetzt werden, wenn die beiden Werte 
von so mit o,, o, bezeichnet werden 

dr, =aßtyr, Pr—=aß+ Ye, 
und die Operation mit $.r,, S.c, ergibt nun 
Sr,de, —=y,80,0,, S0,Pe, = y,00,05. 

So lange aber y,, y, verschieden sind, können diese Glei- 

chungen nur stattfinden, wenn 
So, de, —=0 und Sr,0,—0), 
wie zu beweisen war. 

75. Wir sind in dieser Weise zum Begriffe der ähnlichen 
Kegelschnitte gekommen und wollen im Anschluss hieran die 
Frage erörtern, wann ganz allgemein die Flächen zweiter Ord- 
nung, deren auf den Mittelpunkt bezogene Gleichungen 

Sh=b, Sop=c......:.. (C. 95) 
sind, einander ähnlich sind. 

Im Art. 65 fanden wir für die Halbachsen der ersten Fläche 

b b b 
VIm Vom von 
wo m,, m, m, die Wurzeln der Gleichung (/. 98) bedeuten. 
Bezeichnen wir mit n,, n,, n, die analogen Grössen für die 
Funktion d und die Coeflicienten der Gleichung, welche m 
bestimmt und die analog zu (f. 98) ist, mit y, y,,Y,, SO muss, 
damit Ähnlichkeit der Flächen bestehe 








Setzen wir 


A N 
N, 
so ıst £ 
m tm tm, _, Mm, + mm, —mım, a te ie 
ae ss —— 02 
N +m-+n; NN; + Nzn, NN, Mehalz 


Somit wird 
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und zweimalige Elimination von % ergibt die gesuchten Be- 
dingungen 


2 N 

76. Die Auseinandersetzungen des Art. 74 erlauben uns 
weiter die Frage zu beantworten, wie eine Ebene gefunden 
werden kann, welche die Fläche zweiter Ordnung in einem 
Kreise schneidet. Wir haben zu diesem Zwecke offenbar 
nur die durch den Mittelpunkt gehenden Ebenen zu betrachten. 
Die Schnitteurve wird ein Kreis sein, wenn die Gleichung 
(C©.90) zwei gleiche Wurzeln 77? ergibt, somit wenn die Glei- 
chung stattfindet 

(2, + 8.UBD UP)? + 4x8, URO-IUB —. 

Aus dieser Gleichung muss Uß gelöst werden, doch ist diese 
Lösung des Problems wenig elegant. 

Nun haben wir jedoch in der Theorie die lineare Vektor- 
funktion in eine Form gebracht, welche eine äusserst einfache 
Behandlung des Problems westattet. Wir wollen deshalb die 
Frage wieder vom Anfang an aufnehmen, und dabei die cy- 
klische Form für & in Anwendung bringen, welche nach 
(f. 100) ist 

P=g+hVYiom; 
9, h, r1, # werden durch (/. 116) (/. 115) (/. 113) bestimmt. 
Die Gleichung der Fläche erhält nun die Gestalt 

gp? + hSprpr = b, 
oder 

| (4 — hSru)p?® + ahSpr Spa = b, 
oder schliesslich nach (/. 104) (f. 115) 

m,p? + (m, — m,) SpaSpa=b . . . . . (0.97) 

Schneidet man die Fläche durch eine der Ebenen 

Stel en. (©. 98) 
so ist der Durchschnitt offenbar ein Kreis, und weil im Art. 163 
der Theorie gezeigt ist, dass die Vektorfunktion nur auf eine ein- 
zige Weise in die cyclische Form gebracht werden kann, so sind 
nur zwei Kreisschnittebenen zu finden, deren Normalen A, & 
sind. Dieselben liegen in der Ebene der Hauptrichtungen p,, 
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f,, während die Hauptrichtung p, der mittleren Achse der 
Fläche angehört. 
Jede der Ebenen 
Spk, Sa, 

wo k, l beliebige skalare Grössen bedeuten, schneidet die 
Fläche ebenfalls in einem Kreise. Legt man %, ! alle Werte 
bei, so werden zwei Systeme von. parallelen Kreisen erhalten , 
und es gilt nun der Satz, dass zwei Kreise, welche nicht dem 
nämlichen System angehören, auf einer Kugel liegen, und zwar 
ist die Gleichung dieser Kugel 

m, p*+ (m, — m) Spr Sp — (m, — m,) (Spa — k) (Spa — I)—=b 
oder 

m, p? + (m, — m,) (kSpa + ISpr) = b + (m, — m,)kl. 

Die Punkte der Fläche, wo die Tangentenebenen senkrecht 
zu den Vektoren A, & sind, heissen bekanntlich die Umbiliei 
der Fläche, welche mit Hülfe der vorangegangenen Formeln 
leicht bestimmt werden können. 

77. Wenn gefordert wird die Geraden zu bestimmen, 
welche ganz auf der Fläche liegen, so gilt es Werte 
von &, 8 zu finden, so dass jeder Punkt 2-4 x8 unabhängig 
von x der Fläche angehört. 

Dies führt unmittelbar nach (C.4) zu den Gleichungen 

Sad bi, SARR2— N, SBOR—NEr (E99) 

Die erste Gleichung sagt nur aus, dass der Punkt a der 
Fläche angehören muss; durch die zweite wird ausgedrückt, 
dass die Richtung 8 enthalten sein muss in der Diametralebene 
welche zum Radiusvektor des Punktes & conjugirt ist, somit 
auch in der Tangentenebene welche im Punkte x an die Fläche 
gelegt wird; nach der dritten Gleichung ist 8 eine Seitenlinie 
des asymptotischen Kegels der Fläche. Es ist somit leicht hier- 
aus eine einfache Construktion für @ zu entnehmen; ß& ist 
nämlich eine der beiden Seitenlinien des Asymptotenkegels, 
welche in der zum Radiusvektor x conjugirten Diametralebene 
liegen. 

Die Auflösung der Gleichungen, welche 8 bestimmen, kann 
leicht geschehen. Man findet zunächst 


DB y Kali. weil =(0.8200) 
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wo y einen bestimmten Skalarwert hat, weil 78 aus der 
Gleichung gehoben werden kann. Dies ist eine lineare Vektor- 
gleichung für 8; welche nach der allgemeinen Methode des 
Artikels 180 der Theorie gelöst werden kann. ÖOperirt man an 
dieselbe mit drei nicht complanaren Vektoren z, A, «, so ent- 
stehen die Gleichungen 
Spdz 2 0, SE(PA cc) Vie) — 0 ’ SP(Pu ey Vax) 7; 0, 

welche nur zusammen bestehen können, wenn 

SDalDr — yVrae)(Der —yVae)=0 ... (0.101) 
Hieraus ergibt sich y; sodann ist 

B=zV(&r — yVre) (Dr — yVae) ... (0. 102) 
wo z willkürlich aber skalar ist. Diese Gleichungen können 
einfacher geschrieben werden, wenn eine specielle Wahl für 
A, # getroffen wird. (C. 101) lautet nämlich 

SDaDdrDda 4 ySDalDu Frx — DA Vae) + ySaurseda —= 0. 
Nach (/.32) sind die beiden ersteren Glieder umzuformen. 
Wählt man sodann A, « derart, dass VAr — x, so entsteht 
mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen (©. 99) 
bys—jan. Kine. aueh. (©. 103) 

Für 8 wird weiter gefunden 


ßB=z [ed — yvV(DrR.Vax + Vr2.DR) — 5 Zul: 


Der Coeffieient von y zwischen Klammern ist nach (c. 40) 
| (SauDdR — SADdu) — (RSRDa — ASuDe) 
— —V.o2Vru—=Vada; 
sodass nun der Wert von 8 mit Rücksicht auf (C. 103) über- 
geht in 


ßB=:z Ze == 5) TV 20a ee OEL0A) 


und das Problem ist hiermit völlig gelöst. 

78. Wir können nun auch den Ort des Punktes auf der 
Fläche bestimmen, wo die beiden Geraden senkrecht zu einander 
sind; denn die Bedingung, welche diese Eigenschaft ausdrückt, 
ist 

a? 2 
ab (92 — 5) — MPade—=0... . (C. 104%) 


8 
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Diese Gleichung kann jedoch sehr vereinfacht werden. Es 

entsteht nämlich, wenn man an die identische Gleichung 

da — ma +2,02 — Da—=0.. . (0. 104**) 
mit S.01& operirt und dabei die erste der Relationen (0. 99) 
beachtet 

(De)? = a, Sad —!a — 2,2’ + b. 
Weiter is nach (b. 134) 

V’aoda = b* — a’(De)?, 
und aus (Ö. 104**) erhält man durch Operation mit S.« 
(De)? = xS.0 a — a,a’ + @b. 

Die Werte von (®-!#)? und VaDa können nun in (C. 104*) 
eingetragen werden. Das Resultat nimmt nach Multiplikation 
mit b die Gestalt an 

(2,b — za?) (bSad 1a — a*) = 0. 

Wir erhalten somit eine Kugel um den Mittelpunkt der 
Fläche beschrieben und die Fläche vierter Ordnung, der wir 
schon auf S. 99 begegneten. Diese Fläche ist der Ort des Fuss- 
punktes des Lotes aus dem Mittelpunkt der Fläche zweiter 
Ordnung auf ihre Tangentenebenen gefällt. In den Schnitt- 
punkten dieses Ortes mit der gegebenen Fläche besteht aber, 
wie eine Operation mit S.« an (0.104) zeigt, die Relation 
S2@=0,.d. h. weil & die Richtungen der durch den Punkt x 
gehenden Geraden der Fläche bestimmt, so wird & die Nor- 
male zur Fläche zweiter Ordnung sein müssen, deren Ausdruck 
im allgemeinen ®& war. In jenen Schnittpunkten wird demnach 
die Beziehung Vz9%x=0 stattfinden und die beiden Geraden 
ß können nicht senkrecht zu einander sein. In dieser Weise 
erkennt man, dass der Ort der Schnittpunkte der zu einander 
senkrechten Geraden der Fläche nur aus der Kugel 


Po a} 
ur, 
besteht. 


Die Richtungen, welche die Winkel zwischen den beiden 
auf der Fläche gelegenen Geraden halbiren, sind 


ul Veb(9 - + Vaga |+ ul ver(o= = —) — vage | 


Bekanntlich sind dieselben die Richtungen der Krümmungs- 


115 


curven der Fläche zweiter Ordnung im Punkte x. Ist d« die 
Tangente einer der Krümmungscurven , so ist zu setzen 


V.da Kz Vaa(oe— 2) Io kapgsae 


But Vab(9"4 2) _ Vapa} | = 025 (03105) 


eine Gleichung, deren Integration die Krümmungscurven ergibt. 
Es wird nicht unpassend sein zu bemerken, dass allen bis- 
herigen Untersuchungen die allgemeine auf den Mittelpunkt als 
Vektorenursprung bezogene Gleichung zu Grunde gelegt ist. 
Bei der Beurteilung der Vorteile, welche der Quaternionen- 
caleül darbietet, wird der Umstand, dass diese Allgemeinheit 
die Einfachheit der angewandten Rechnungen und der erhal- 
tenen Resultate nicht beeinflusst hat, einen wesentlichen Un- 
terschied mit der gewöhnlichen Rechnungsweise darstellen. 
79. Die Gleichung 
FP= Fr AlSpe, — 1)? + 2B(Spe, — 1) (Spz, — 1) + 
SC Seal een (©. 106) 
wo Fr, eine Skalarfunktion zweiten Grades in p ist, während 
A, B, C skalare Grössen sind, wird im allgemeinen eine Fläche 
zweiter Ordnung darstellen, welche die Fläche 
Pa = 0. REEL. BREUER 6. (©. 107) 
in ihren Schnittpunkten mit der Geraden 
Sa, —1=0, Sa, —1=0..... (©. 108) 
doppelt berührt. Denn aus der Form der Gleichung (©. 106) 
geht unmittelbar hervor, dass die Gerade (C. 108) die Flächen 
F und F, in den nämlichen Punkten schneidet. Ausserdem 
aber findet man für die Normale v im Punkte p der Fläche 7, 
wenn dieselbe bei der Fläche #, mit v, bezeichnet wird 
vv, + %,[AlSpz, — 1) + B(Sp2, — 1)] + 
+ @,[ B(Spa@, — 1) O(Spx, — 1)]. 
Wenn p den Gleichungen (0.107) (C. 108) genügt, so ist 
denınach auch 
v—V. 


Statt Za — Fr kann jedenfalls geschrieben werden 
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1 [EB(She, Sr 1) + C(Spz; wer 1 (BIS) (Spz, “42 1)°]. 


Wenn nun B?— AC positiv ist, so kann dieser Ausdruck 
in zwei reelle Faktoren zerlegt werden, und erhält daher die 
Form 

(Spß, — b,) (Spß, — b,). 
Ist dagegen B? — AC negativ, so erhält #— F, die Form 

+ [(Spr, — a)* + (SY% — 0)”]. 

Augenscheinlich können beide Fälle in die Form 

k(Spx — 1)” + (Spß — 1)? 
zusammengefasst werden, indem man % und / gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen erteilen kann. 

80. Wenn wir nun einen Fokalpunkt einer Fläche zweiter 
Ordnung als eine unendlich kleine Kugel definiren, welche mit 
derselben eine doppelte Berührung hat, so ist einleuchtend, 
dass die Bestimmung der Fokalpunkte einer Fläche zweiter 
Ordnung darauf hinaus kommen muss, die Werte von e zu 
bestimmen, welche der Gleichung 
nl Sp(Dp+ 22) + a]=(p — 0)” + k(Spax — 1)?-+4USpß— 1)” (C. 109) 
Genüge leisten. Vergleicht man die Zahl der Skalarconstanten 
in den beiden Gliedern, so zeigt sich unmittelbar, dass eine 
unendliche Anzahl Werte für vo, k, !, x, ß gefunden werden 
kann. In dieser Weise wird man daher die Fokalkegel- 
schnitte der Fläche zweiter Ordnung erhalten. 

Durch die Gleichsetzung der Glieder des nämlichen Grades 
zu beiden Seiten jener Gleichung ergibt sich 


Sp = + kp tlspR...... (0.110) 
nt ka +-iß=0 
nee een (C. 111) 


Die weitere Untersuchung wird nun wesentlich erleichtert, 
wenn wir uns der fokalen Transformation der linearen Vektor- 
funktion erinnern, welche im Art. 166 der Theorie ausführ- 
lich erörtert ist. Der Einfachheit wegen wollen wir aber im 
weiteren voraussetzen, die Fläche zweiter Ordnung habe einen 
Mittelpunkt, welcher als Vektorenursprung gewählt sei. Es ist 
sodann nur in den obigen Formeln e gleich Null zu setzen. 
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Setzt man gemäss der Gleichung (C. 110) 
nDp = p + kaSap + IBSPßp 
und wendet man das Verfahren des Artikels 166 der Theorie 
an, um die unbekannten Grössen zu bestimmen, so erhält man 
zunächst bei der dort benutzten Bezeichnung 


nn = UT (©. 112) 


(= ah )e. — kaSap, 1 IBSßp, , 
m; 


@ & )r = hnSap, + 1ASßr.. 


20: 
Setzen wir nun nach (C. 112) 


= %0,T Yps 
B=amr + YıR: 
so werden für x, y die Bedingungsgleichungen erhalten 


tal, tl 
1 


1 
Ray layı =; 
‘ denen nur genügt wird durch 


zyk= Vı — N poshz 2 van — 2 snh, 
20 207 
ae m = m 
yVk= en — m sinh, 9%, Melle _- = cosh, 


wo 4 willkürlich ist. Die erste der Gleichungen (C. 111) geht 
nun aber über in 











Gut, elelor star (C. 113) 


wenn der Kürze halber 


Eh = — (VR cosh + VTsinh), 
; 1 








v— 14a HE (Vr sınh — Vıcosh), 
m 
gesetzt wird. Hieraus ergibt sich nun weiter 


2 2 
ae ME RT EA IE u (©. 114) 
3 


118 
Nach der zweiten der Gleichungen (C. 111) ist jedoch 


k+i=n— = — +40, 
1 
somit durch Vergleichung mit (C. 114) 
2 2 

8 (0.115) 

m, -- m, m —m, 
Aus den Relationen (©. 113) (©. 115) erhellt sofort, dass die 
Fokalpunkte einen Kegelschnitt bilden, dessen Achsen mit p, 
und p, der Richtung nach zusammenfallen. Die Quadrate der 


Längen dieser Achsen sind nach (0. 115) 


n =) n ) 
a a cr 
Ms m, Ms; Mm, 


Dieselben sind demnach und nach Art. 65 den Differenzen 
der Achsen der Fläche zweiter Ordnung gleich. 

In (C.112) haben wir nur eine von drei möglichen Voraus- 
setzungen gemacht. Es könnte nämlich auch gesetzt werden 

Re fa, = UVaß oder en p;, = UVaß. 
283 ars 

Diesen Annahmen entsprechen noch zwei andere Fokalke- 
gelschnitte. Man ersieht unmittelbar, dass diese Curven in den 
Hauptebenen der Fläche enthalten sind und dass stets eine 
Ellipse, eine Hyperbel, und eine imaginäre Curve darunter 
vorkommen müssen. 

81. Die allgemeinen Betrachtungen dieser Art mögen nun 
mit einigen über confokale Flächen zweiter Ordnung 
abgeschlossen werden, 

Als Definition solcher Flächen sei gewählt, dass zwei der- 
artige Flächen die Eigenschaft haben, dass die Differenzen der 
Quadrate der correspondirenden Halbachsen constant sind. 

Weil für die Fläche Sp =b nach Art. 65 


die Quadrate der Halbachsen sind, so sind dieselben für eine 
confocale Fläche 


(u +), -(„ +9)b, -(„ +9)b, 


Ko 


wo g willkürlich positiv oder negativ ist. Nun sind aber die 
reciproken Werte von m,, m,, m, die Wurzeln der symboli- 
schen Gleichung, welcher die Funktion ®-! genügt, weil die 
Funktion ® der symbolischen Gleichung 

—-m)@ —-m)(® — m)=!). 
Genüge leistet. Ist 

Spyp — b 

die confokale Fläche, so wird die symbolische Gleichung für 
die Funktion Y-! sein 


et  +] = 


oder 
1 l 1 
ESTER) EEE Pr 
( g 9 m, a m, 
sodass die Funktion Y-!--9 identisch sein muss mit ®-!, oder 


a0 Dan 
Setzen wir nun 
o-!=9, daher auch  =d,-, 
so ist 
v=9d+rg der y=-A NT 
und die Gleichungen der ursprünglichen Fläche und der ihr 
confokalen werden 
Ir, Nr 
Im Folgenden wollen wir nun den Index 1 bei der Funktion 
D, wieder weglassen, sodass wir für die beiden confokalen 
Flächen schreiben 
Don DD 0). DB be. (©. 116) 
Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei Flächen zweiter 
Ordnung, welche mit der gegebenen Fläche confokal sind. Ist 
nämlich « der Punkt, so muss die Gleichung gelten 
Silofseten ln EB a (Orr?) 
oder nach (/. 38) (f. 42) (/. 43) 
g°b — 9°(0’— b,) — 9(&,7? — SQ — bir,) — v(SeD—!c — b)=0 (0.118) 
eine Gleichung, welche drei Werte von g ergibt, sodass auch 
drei confokale Oberflächen gefunden sind. 
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Wenn 9,, 95, 9; die drei Werte von g sind, so lässt sich 
zeigen, dass jedes Paar der drei Flächen 


Se +) ı=b, SO+g)ır=b, SHlO-+g)7=b 
sich im Punkte vo senkrecht durchschneidet. Zu dem Zwecke 
ist nur nachzuweisen, dass die drei Normalen 


(DD). (DE e 
unter sich rechtwinklig sind; zum Beispiel, dass 
Sg) org) TV. 
Man setze 
BETT BE), 
somit 
Bm (CB u 79 LH (CK u «79 (C. 119) 
Nach (C. 117) ist nun auch 
ST(P + 9) = STD 4 9;)r, = b. 
Aus (0.119) erhält man jedoch durch Operation mit $.r, 
und mit S.r, 
=, + g)n=IT(Dd + g)T; 
und 
ST(® +9) = ST, + 9)7;, =b. 
Daher ist auch 
STD + 9)7,; = ST, ® + 9)7, 
oder 
(9; — 9)ST,7;, =0 d.h. 87,7, =, 
solange 9, — g, nicht verschwindet. 
Der Beweis kann auch leicht auf andere Weise geführt wer- 
den, wenn man beachtet, dass die Operationen (®-+-9,), 
(®-+9,)”" nach den Gleichungen (f. 38) (f. 43) commutativ 


sind. Denn sodann ist 

SH TH TR 

SP UDTN)" 
(®+9) —(®+9;)]v 

9, = E [Ss(®-+9,)1r —Ss(®+9,)-!6] 


und die Grösse zwischen den eckigen Klammern verschwindet, 
weil die Grössen g,, 9, Wurzeln der Gleichung (C. 117) sind. 
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Liest der Punkt o in der gegebenen Fläche, so geht die 
Gleichung (C. 118), welche g bestimmt, über in 
g=0, gb — gl? — ba,) — 2,0” + Sedo + ba, =0 . (0.120) 
Wenn g,, 9, die Wurzeln dieser Gleichung sind, so kann 
gezeigt werden, dass die Normalen 


Bra, PH N)'r 
zu den beiden durch den Punkt so hindurchgehenden confoka- 
len Flächen, den Achsen des Diametralschnittes der gegebenen 
Fläche parallel sind, welcher zum Halbmesser, nach dem Punkte 
co gezogen, conjugirt ist. 
Nach (C. 91) sind nämlich die Richtungen jener Achsen be- 
stimmt durch 
(BI — RB, 
wenn ß die Normale zur Schnittebene ist und g? der Glei- 
chung (C. 89) oder 
| SED — be?) = 0 
genügt. Ersetzen wir bp” durch einen Skalar A, und beachten, 
dass in dem jetzigen Falle ausserdem 


B=9"5 
gesetzt werden muss, so werden die Achsen bestimmt durch 
EN ee EL (©. 121) 
und 
Re AR NE (©. 122) 


Nun ist aber 


= [d(p! — he, 


weil umgekehrt 
oe —= (91 — hr, 
somit kann nun geschrieben werden 
= 
T—=(1 — ho)! --,(®- 2) GRAU. 120) 

und die Gleichung (0.122) geht sodann über in 
0=S.(1l — Ad) = SD 11 — ho)! 

— $,sd-1(1 — hp)![(l — hd) + hole 

— S8.Dd=!r + hSe(l — hd)! 


Ir Im 
—yrr Sr = ja 0, 
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oder schliesslich 
25 
(o-,) br En (05124) 
Die Gleichungen (C.123) (C.124), welche die Achsen des 


Durchschnittes bestimmen, stimmen nun vollkommen mit den- 
jenigen überein, welche die Normalen der confokalen Flächen 
ergeben 


v=(®-+g)-1e, Sce(®-+g)!r=b nach (C. 117) 


1 
wenn nur —-. 


7 durch g ersetzt wird. Hiermit ist unser Satz 
bewiesen. 

Der Ort der Pole einer gegebenen han in Bezug auf ein 
SIE confokaler Flächen ist eine Gerade. Denn, wenn 

DD ER ne (0. 125) 
die gegebene Ebene ist, und o der Pol in Bezug auf die Fläche 
des Systems 

SOHN r—b; 
so muss die Gleichung (C. 125) identisch sein mit 
Sa rNr—b, 
somit 
PEN 2 
& a a 

Hieraus erhellt unmittelbar, dass der Ort des Poles, wenn 
g sich ändert, eine Gerade parallel zu x, somit senkrecht zur 
gegebenen Ebene ist. 

82. Nachdem wir nun die wichtigsten Eigenschaften der 
Flächen zweiter Ordnung im allgemeinen Falle erörtert haben, 
wollen wir uns weiter mit einer speciellen Fläche derselben, 
welche bei mehreren Untersuchungen von hervorragender Be- 
deutung ist, beschäftigen, nämlich mit der Kegelfläche 
zweiter Ordnung, deren “leichung, wie wir schon fanden, 
stets geschrieben werden kann 

SheDar a WR >20 (0126) 
wenn der Scheitel des Kegels zum Ursprung der Vektoren 
gewählt wird. Schneiden wir die Fläche durch eine um den 
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Scheitel beschriebene Kugel, so entsteht als Durchschnitt der 
sphaerische Kegelschnitt, dessen Eigenschaften daher 
unmittelbar denen des Kegels zu entnehmen sind. Der sphae- 
rische Kegelschnitt ist in (0. 126) enthalten, wenn wir, nur 
die Voraussetzung machen, dass 77 constant ist. Am, cafe : 
sten ist a 


zu setzen, wie wir gelegentlich tun werden. >53 als! 
Die Norte in einem Punkte des Kegels ist u wohn xp 


’ ae, 
oe WR „6 Bo 3 


statt p gesetzt wird, so geht &p in dp über, woraus der; Satz £ % 


erhellt: 3 
Die Normalen in sämtlichen Punkten einer Seite des Kegels 
sind einander parallel oder die Tangentenebene in einem Punkte 
des Kegels berührt denselben längs der ganzen jenen Punkt 
enthaltenden Seite. 

Die Polarebene eines jeden Punktes enthält den Scheitel des 
Kegels, wie aus seiner Gleichung 

Soda —= 0 
erhellt. Dieselbe schneidet den Kegel in zwei Geraden, welche 
leicht bestimmt werden können. Die beiden Gleichungen 
Sap—l, Spp— 0 

stimmen nämlich ganz mit den Gleichungen (©. 99) überein. 

Bringt man die Funktion ® in die cyklische Form, so wird 
die Gleichung des Kegels 

(g — hSAR)p? + 2hSrp Sup — 0, 

oder einfacher 





9A BORD Ge N Sr EN (C. 128) 
wo 
hAR—g 
ah 
gesetzt ist. Auch kann man statt (Ö. 128) schreiben 
AU SU —=—6C.... RA UEL2O) 


und in dieser Form wird durch die Gleichung eine bekannte 
Eigenschaft der sphaerischen Kegelschnitte ausgesprochen, wel- 
che wir zunächst erörtern wollen. 
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Wie wir schon im Art. 76 sahen, sind A, # die Normalen 
zu den cyklischen Ebenen des Kegels oder die Punkte A, & 
auf der Einheitskugel sind die Pole der cyklischen Bogen. 
Somit ist 

A 
| SAUp= — cos Z D 
der re Wert des Sinus des Lotes aus dem Punkte Up 
des Kegelsghuittes auf den cyklischen Bogen gefällt. Die Glei- 
chung fÖ, '129) enthält daher den Satz: Das Produkt der Sinus 
der, senkrechten Bogen aus einem Punkte des Kegelschnittes 
‚auf die beiden cyklischen Bogen gefällt, ist constant. 
" 83. Wenn man in dem Scheitel des Kegels sämtliche Nor- 
malen der Fläche zieht, so entsteht ein andrer Kegel, der 
Reciprokalkegel des ersteren. Die Gleichung dieses Reci- 
prokalkegels ist leicht zu finden. Ist » nämlich eine Seite des- 
selben , so ist 


o=.adp, daher Soda —0. 


Die Vektoren A, « stehen zu diesem Kegel in einer eigen- 
tümlichen Beziehung; nach einem bekannten Satze sind die- 
selben nämlich die Fokallinien des Reciprokalkegels und aut 
der Einheitskugel sind die Punkte A, # die Brennpunkte 
des Reciprokalkegelschnittes, Wenn wir nämlich in die Glei- 
chung (©. 115), welche die Fokalkegelschnitte der Fläche 


Spdp = a 


bestimmt, a der Null gleich setzen, so ergibt sich 
- + —=0.... (0.130) 


als die Gleichung eines Fokalkegelschnittes des Kegels Sgdp—=0, 
und man schreibt leicht die Gleichung der beiden anderen 
Curven hin. Führen wir nun die Voraussetzung ein 
mm 7m; 

so stellt (©. 130) zwei Geraden dar, welche die en 
des Kegels genannt werden. Die beiden andren Fokalkegel- 
schnitte sind imaginär; ihr einziger reeller Punkt ist der Scheitel 
des Kegels. 
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Die Fokallinien eines Kegels Spdp—=0 fallen nach (C. 130) 
(0.113) längs den Vektoren 


pVYmı— m t+p,Vm! — m. 
Diese Linien stimmen mit den Vektoren A, ı, der bifoxalen 


Transformation, welche wir im Art. 168 der Theorie augein- 
andersetzten,, zusammen. Weil die Wurzeln der sy nbolischen. | 


Gleichung, der die Funktion ®-! genügt, die recipzoker,. Ww erte | 


von m, , m,, m, sind, so werden demnach die Fokatlinien des, 
Reciprokalkegels mit den Vektoren | 
p,V m, — m &0,Vm —m, ol 
der Richtung nach zusammenfallen. Vergleicht man diese Werte 
aber mit denjenigen von A, &, welche wir in der Formel 
(f. 113) geschrieben haben, so zeigt sich, dass in der Tat die 
Fokallinien des Reciprokalkegels mit den Vektoren A, « iden- 
tisch sind. 

84. Fällt man aus den beiden Brennpunkten eines sphaeri- 
schen Kegelschnittes Perpendikel auf eine Tangente desselben, 
so ist das Produkt der Sinus jener Perpendikel constant. 

Wir sahen im vorigen Artikel, dass A, & die Brennpunkte 
des Kegelschnittes 

Scd1r — 0 
sind. Die Tangente im Punkte « dieses Kegelschnittes hat den 
Pol Up-!s; somit bleibt der Wert der Grösse 

SI Up! Su UDß-!r 

zu untersuchen. Nun ist jedoch 

Upe— Up, 
wenn p eine Seitenlinie des ursprünglichen Kegels ist. Nach 
der Gleichung (C. 129) ist somit das obige Produkt constant. 

Wenn r ein beliebiger Punkt 7 der Einheitskugel ist, so 
können aus demselben zwei Tangentenbogen an den Kegel- 
schnitt gelegt werden und die Berührungspunkte P, Q oder 
Pi, A, derselben genügen den Gleichungen 

SHOT— SyDdr = (0.131) 

Fällt man nun aus einem beliebigen Punkte p des Kegel- 

schnittes senkrechte Bogen PT, QT, so sind die Sinus dieser 
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Bogen Z,, Z, leicht hinzuschreiben. Der Pol des Kreises PT 
ist nämlich UVrp, oder auch U9p, ; somit 


sin L, = — SUpdp, = — SU(pVrp,) . . . (0. 132) 
In gleicher Weise 
sin L, = — SUpdp, = — SU(pVp,r) . . . (C. 133) 


"Bestichneh wir noch mit / das Lot aus dem Punkte p auf 
+ PQ gefällt, so ist 
2 sinn — SUpVpp = — SUppr nach (0.131) . (©. 134) 
“ Allg: ;inein kann gesetzt werden nach (c. 45) 

Be PSpıpzr = pıSpatp + paSrpp + 7Spypsp 
“und 

DpSp part = DpıSpstp + paSrpp + DrSpipzp. 

Die Operation mit S.p an die letzte Gleichung ergibt, weil 
p dem Kegel angehört 


SpDp Spare + SpppStep + SpdrSppp—=0 . . (C.135) 
Nun ist jedoch 
S.0p, = Tr Tpp, SU = — TpTop, sinLZ, nach (C. 132) 
Sr — Te TVYp,rSUkVp,r) = — TpTVp,rsinL, nach (0. 133). 
In gleicher Weise können die übrigen Grössen, welche in 
der Gleichung (©. 135) vorkommen ‚ umgeformt werden, wenn 
auch noch (0.134) beachtet wird; es entsteht dadurch die 
Relation 
(T9p, TVo, r + T9p,TVrp,)sinL, sinL, = — TOrTVo,psin?l. 
Wenn daher der Punkt p den sphaerischen Kegelschnitt be- 
schreibt, so bleibt 
sinL, sinL, 
sin? 
wodurch ein bekannter Satz erhalten ist: Das Produkt der 
Sinus der senkrechten Bogen aus irgend einem Punkte eines 
sphaerischen Kegelschnittes auf zwei beliebige Tangenten ge- 
fällt, steht zum Quadrat des Sinus des Perpendikels aus dem- 
selben Punkte auf die Berührungssebne gezogen, in einen con- 
stanten Verhältnis. 
Die Bestimmung der Achsen des sphaerischen Kegelschnittes 
kommt hinaus auf die Bestimmung der Hauptebenen für die 


— constant, 
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Funktion 2p und wir brauchen daher nicht länger dabei zu 

verweilen. 

85. Wir wollen diese Betrachtungen damit schliessen, dass 

wir für zwei wichtige Fälle die Gleichung eines Kegels suchen. 
1°. Ein Kreis und ein Punkt ausserhalb der Ebene desselben 

sind gegeben. Es wird der Kegel gesucht, dessen Scheitel in 

diesem Punkte liegt, während jener Kreis die Directrix ist. 

Der Punkt sei & und der Kreis sei bestimmt durch die 
Gleichungen ' | 
P-u)"=—r, Sßp— a. 

Wenn » ein Punkt des Kegels ist, so muss die Gerade 
#1 x(®@ — a) den Kreis schneiden ; somit muss 

[le — a + ala — «))’ = — r*, Sß[x + (lo — a)] = a. 

Die Elimination von x ergibt 

[a K)Sßla 2) + (2526) (@—“) + r8?B(@—a) = 0, 
die Gleichung eines Kegels mit dem Punkt « als Scheitel, weil 
dieselbe von T(@ — 2) unabhängig ist. 

2°, Es sind fünf Vektoren z, ß, 4, d, e gegeben; es wird 
die Gleichung des Kegels gefragt, welche dieselben als Seiten 
enthält. 

Unser Ausgangspunkt bei der Beantwortung dieser Frage 
soll der Pascar’sche Satz sein. Ist a eine willkürliche sechste 
Seite des Kegels, so müssen die Durchschnittsgeraden der Eibe- 
nen (2, 8) und (d, e); (P, y) und (e, p); (7, 9) und (p, «) 
complanar sein. Die erste Gerade ergibt sich leicht aus den 
beiden Gleichungen 

Saßr =0, SIer — (0, 
daher | 
e=x2V.VaßV3e. 

Ähnliche Ausdrücke ergeben sich für die andren Durch- 
schnittsgeraden. Es erhellt nun sofort, dass wenn wir die 
Gleichung 

S.Y(VaßV3e) V(VRßy Ver) VLVY3Vpe) —=0. . (0.136) 
hinschreiben, dieselbe den Kegel zweiten Grades darstellen muss. 
Umgekehrt ersieht man leicht, dass die Gleichung (Ü. 136) den 
gestellten Bedingungen Genüge leistet. Erstens gehört dieselbe 
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einem Kegel zweiter Ordnung an, weil’ sie unabhängig von 
Te ist, und überhaupt vom zweiten Grade in Bezug auf p. 
Setzen wir statt po die Vektoren #, &e, so ersieht man unmit- 
telbar, dass dieselben der Gleichung Genüge leisten. Nehmen 
wir ß statt p, so entsteht 
S.V(Vaß Ve) V.3 VLVBßy VeRß)V(Vy3VRe)t = 
—=S.V(VaßV3e)} Vßx2S.Vy3 VRy VeRß— Vy3S.Vß&x VRyVeßt 
— — SVaßVde Vy3.SVRßaVßy Veß 
und hierin verschwindet $S.V/ß&zVßyVeß, weil die Vektoren, 
welche unter dem Zeichen S stehen, sämtlich senkrecht zu ß, 
somit complanar sind. 

In gleicher Weise kann bewiesen werden, dass die Vektoren 
y, d der Gleichung (C. 126) Genüge leisten. 

86. Wir wollen nun allgemeiner einige Reciprokalflä- 
chen herleiten. Ist eine feste Kugel gewählt, so wird bekannt- 
lich die Enveloppe der Polarebene eines Punktes in Bezug auf 
diese Kugel, wenn der Punkt eine Fläche beschreibt, die Re- 
ciprokalfläche dieser Fläche genannt in Bezug auf die feste 
Kugel. Es sei nun 


BEE Be (©. 137) 
die feste Kugel, und die Reciprokalfläche der Kugel 
P—-eo)”’—= —ua......... (C. 138) 


wird gefragt. Die Gleichung der Polarebene eines Punktes > 
ist sodann nach (C. 6) 
Sp—=—Tt.. 2.20. (08159) 
Die Enveloppe dieser Ebene unter der Bedingung (Ü. 138) 
zu finden, differentiire man die beiden Gleichungen; das Re- 
sultat lautet | 
S(p — a) = 0, Swdp — 0 
und diese Relationen können nur zusammen bestehen für jedes 
willkürliche dp, wenn 
p—a—=ım. 
Hieraus folgt unmittelbar 
ER nie Beer 
p— eo)’ =atw’— —a?, tm 
daher nun weiter 
p=ahalw 
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und die Substitution in (©. 139) ergibt für die gesuchte En- 
veloppe 
(Sox 4 r?)? + a’o? — 
eine Fläche zweiter Ordnung. Schneidet man die Fläche durch 
eine Ebene 
So —C, 
wo c willkürlich ist, so ist die Durchschnittscurve ein Kreis, 
welcher auf einer um den Ursprung beschriebenen Kugel enthalten 
ist. Es ist daher augenscheinlich, dass wir es mit eiver Um- 
drehungsfläche zu tun haben, deren Achse der Vektor « ist. 
Die Reciprokalfläche einer willkürlichen Fläche zweiter Ordnung 
Slot 2) a=0.. . nn. (©. 140) 
kanu auch leicht bestimmt werden. Wir erhalten durch die 
Differentiation von (C. 139) (C. 140) 
Spteed—=0, Sad —= (0, 
somit | 
Dte=au, p= ad o — Dre, 
und durch Substitution dieser Werte in (C. 140) 


ey Sed—le — a 
d = Sop-1o ’ 
Sed—le — a 

SoTia 
Trägt man nun diesen Wert in (©. 139) ein, so entsteht die 
gesuchte Gleichung 

Seo —lo(Sed—le — a) = (r? — SaDd—1e)?. 

Diese Reciprokalfläche ist eine Fläche zweiter Ordnung. 

87. Wenn 


== Sp(&p + 2e) - a—( 3 V— Sp(D,r+ 2) ta, —() (Ü. 141) 
zwei Flächen zweiter Ordnung sind, so ist wie in der analy- 
tischen Geometrie 


U+EV-S[(P+KD,)p+%Xe+ke)]+a+ka,—0 (C. 142) 
eine solche Fläche, welche die Durchschnittscurve der beiden 
vorhergehenden enthält, und bei veränderlichem % stellt (©. 142) 
ein Büschel von Flächen zweiter Ordnung dar. Die 
bekannten Eigenschaften eines solchen Büschels lassen sich 
leicht herleiten. 


Pp=—- Pe tgo 


I 
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Die Polarebene eines Punktes & in Bezug auf eine Fläche 
des Büschels ist nach (0. 6) 


Soda + kp, -te-+ke,)+ Szle+ke,)+a-tka=0, (0.143) 
somit eine Ebene, welche die feste Gerade 
So(date) + Sze+a=0, Salda + e)+ Sac +ta, —=0 
enthält; daher der Satz: die Polarebenen eines beliebigen Punk- 
tes in Bezug auf alle Flächen des Büschels enthalten eine feste 
Gerade. 
Setzen wir 
28 +29, 
so ergibt (Ü. 143) für die Polarebene dieses Punktes 
SDR + RO, B+ © + ke) + SBle-+ ke) +a+ ka, + 
+ «[Sw(®y + kPıy) + Sy(e + ke,)] = 0 
somit eine Ebene, welche unabhängig von x die feste Gerade 
So(Dß-+ E) + Sße+a+t k[Sc(d,ß-+e)+Sße ta, 0 (0. 144) 
SeDdy + Sys + k[Sa®,y + Sye,) = 0 
enthält. Wenn daher der Punkt eine Gerade durchläuft , so be- 
schreibt seine Polarebene in Bezug auf irgend eine feste Fläche 
des Büschels eine Gerade. Die Geraden, welche in dieser Weise 
bei allen Flächen des Büschels erhalten werden, bilden zusam- 
men eine Fläche zweiter Ordnung, deren Gleichung durch die 
Elimination von k zwischen den Gleichungen (C. 144) erhalten 
wird. Diese Gleichungen stellen, wie unmittelbar einleuchtet, 
zwei projectivische Ebenenbüschel dar. 
Wenn eine Ebene 
Pe Eins aranharelorar (©. 145) 
gegeben ist, so kann deren Pol » in Bezug auf eine Fläche 
des Büschels leicht gefunden werden. Denn weil die Polarebene 
des Punktes » mit (0. 145) identisch sein muss, so ergibt sich 
die Bedingung 
Dot E a. +8) Ar Sweat nn —t.a,) . (0. 146) 
Beschreibt nun die Fläche das Büschel, so beschreibt der 
Punkt » eine Raumcurve dritten Grades. Denn wenn man an 
(C.140) mit Si, S@, Sv, operirt, wo A, &, v willkürliche 
Vektoren bedeuten, so erhält man drei projectivische Ebenen- 
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büschel und zweimalige Elimination von % ergibt zwei Flächen 
zweiter Ordnung, welche eine Gerade gemeinsam enthalten; 
nämlich wenn man zwischen der ersten und zweiten und auch 
zwischen der ersten und dritten Gleichung % eliminirt, so ent- - 
halten die beiden entstehenden Flächen zweiter Ordnung die 
Gerade 
Sad 4 1) — (Swe + a)Sar — 0 
cS(@P,A + &°) — (Swe, + 0,)98, = 0. 

Fragen wir schliesslich nach den Kegeln, welche im Büschel 
enthalten sind. Im Art. 61 fanden wir, dass die Bedingung, 
welche ausdrückt, dass eine Fläche des Büschels ein Kegel ist, 
wie nachstehend geschrieben werden kann 


S(e+ ke) (D+ KB) !(et ke) — (at ka)=0. (CO. 147) 
Nach (f.45) kann geschrieben werden 


x(® ir kd,)" =, — (+ kD,) 1 (2 ar kd,)”, 

wo %, &, 2%, durch (/.34) (f.41) bestimmt werden, wenn 
darin die Funktion ® durch &-+x%D, ersetzt wird. Es ist 
daher x vom dritten, x, vom zweiten, z, vom ersten Grade 
in Bezug auf k, sodass die Funktion (® + k2,)-! das Quotient 
ist einer Form zweiten Grades durch eine solche dritten Grades 
in Bezug auf k. Demnach wird die Gleichung (Ü. 147) eine 
solche vierten Grades für & sein. In dem Büschel sind daher 
vier Kegel vorhanden, deren Mittelpunkte nachher durch (C. 35) 
oder 

= — (+kBd)"l+tke) ..... (©. 148) 
gefunden werden können. Bekanntlich sind hiermit zugleich die 
Ecken der allen Flächen des Büschels gemeinsamen Polarvierseite 
gefunden. 

Bei allen bisherigen Untersuchungen ist vorzugsweise die 
allgemeine Form der Gleichung zweiten Grades, sei es denn 
auch zum Teil in der auf den Mittelpunkt reducirten Form 
benutzt. Es wurde dies ermöglicht durch die äusserst eleganten 
Entwickelungen, welche HıamıLton in Bezug auf die lineare 
Vektorfunktion gegeben hat. Wir brauchen aber kaum zu er- 
wähnen, dass in manchen einzelnen Fällen eine Reduktion 
jener Gleichung in eine specielle Form wünschenswert sein 
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kann, weshalb wir auch in der Theorie die vornehmsten 
jener Reduktionen erörtert haben. Wir wollen nun diesen 
Abschnitt nicht schliessen bevor wir ausser der Lösung einiger 
Aufgaben noch eine Anwendung der speciellen Formen der 
Gleichung zweiten Grades gezeigt haben. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir die Gleichung des Ellipsoids 

in der im Art. 109 der Theorie hergeleiteten Form 

Ti Ryan Er (C. 149) 
und geben einige von Hamırron darüber angestellten Betrach- 
tungen hier kurz wieder. 

Es sei OI=,, 0K=«, OP=); wenn wir nun eine Kugel 
beschreiben um den Punkt OÖ, welcher den Punkt K enthält, 
und wenn wir aus K einen Vektor parallel zu OP ziehen, 
welcher die Kugel in Q schneidet, so ist es leicht OQ zu be- 
rechnen; dern setzen wir | 

Q=x-+ıp 
so ist 

«u”=r, 2 — — 287%, 
daher 

0Q—=x — usa — pp. 
Verbindet man Q mit I, so ist weiter 
Q=ı4+ pp = (ip + pr)p7); 
oder 
QLOP = 1p- px. 
‚Schneidet IQ die Kugelfläche noch in Q, so ist nach einem 
bekannten Satze | 
19.10 = OT — OR?= 1? — x, 
weil OK der Radius der Kugel ist. Somit ist nun 
(TAU) (TOP) = Ip + pr) 
(TQAH(TIQ)= x’ — 
Nach Gleichung (©. 149) ist daher 
T.OP = T.IQ. 

Man erhält daher die nachstehende einfache Construction 
des Ellipsoids: Aus irgend einem Punkte K einer Kugel- 
fläche und dem Mittelpunkte O ziehe man parallele Geraden, 
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deren zweite wir mit OP bezeichnen, während die erste die 
Kugel in @ schneide. Aus einem festen Punkte I ziehe man 
die Gerade IQ, welche die Kugel in @ schneide. Nun be- 
stimme man auf OP ein Segment, dessen Länge derjenigen von 
IQ gleich kommt. Der Ort des Punktes P ist ein Ellipsoid. 

Die beiden Vektoren OI, OK sind Normalen zu den Kreis- 
schnittebenen des Ellipsoids;; dies folgt unmittelbar aus (C. 149) 
nämlich 

N(ip 4 px) = Nip + Npx 4 2Sıprp = (x* — ı?)? 
oder 
p*(ı — x)” + 4SıpSap = (#* — ı?)?. 
Dies ist aber die aus der cyklischen Form der Vektorfunktion 
hergeleitete Form der Gleichung der Fläche. 

Dasselbe folgt aber auch leicht aus der Construction. Ist OP 
senkrecht zu OK, so berührt KQ die Kugel und Q fällt in K; 
daher ist IQ’ gleich IK’, wenn K’ der Schnittpunkt der Ge- 
raden KI mit der Kugel ist. Ist weiter OP senkrecht zu OI, 
so ist @ ein Punkt des Durchschnittes der Kugel mit einer 
Ebene durch K senkrecht zu OI und hieraus erhellt sofort, 
dass IQ’ constant ist. 

89. Wir gehen nun zu einigen vermischten Aufgaben über. 

1°. Eine Gerade ruht auf drei gegebenen Geraden. Welche 
ist die Gleichung des Ortes? 

Sind 

Ye—e)B—=0, Vor— a) =, Ve — %,)ß, — I 
die gegebenen Geraden, 
Kor Nenn... (C. 150) 
die veränderliche, so muss nach Art. 40 
S(e —a)Br=0, S(c—a,)8,r—=0, S(r—2,)8,r—=0 . (0.151) 

Es gilt nun zwischen (0.150), (0.151) « und r zu elimi- 
niren. Aus (C.150) ergibt sich durch Operation mit S.ß, 
Eee er 

Scart = Sßr, Scß,r = Sß,r, Soß,r = Spßsrt. 
Demnach gehen die Gleichungen (C. 151) über in 
Sp — a) BT=0, Sk — a,)ß,r=0, Se — a), = 0. 


+ 
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Somit sind 
”P— a), Ver — a), Pr — )R: 
complanar, oder 
5. — a)BVlp — &,)ß, Vle — &,)B, — 0, 
eine Gleichung zweiten Grades in ?, wie einleuchtet, wenn 
man dieselbe schreibt 


= Sl — “)EVTVlr — a,)Pı Vlp — %)R3] 
— S(p — @)R,BS[plz, — &,) + 2%, ]8, 
— Sp — 2, )Rı RS, — 2) FT Rse]P. 
Die Summe der Glieder höchsten Grades gleich Null gesetzt, 
ergibt den Asymptotenkegel | 
Spß;BSplz, — &,) Bı — SpßıP,Splz, — BR —=0. 
Dieser Gleichung genügen die reellen Vektoren $, ß,, Rs; 
der Ort ist somit eine eiuschaliges Hyperboloid. 
2°. Es wird der Ort gefragt eines Punktes, dessen kürzeste 
Entfernungen von zwei gegebenen Geraden in einem constanten 
Verhältnis zu einander stehen. 
Sind B 
Vo — »JR=0, Vlp — «,)ß, = I 
die Geraden, » ein Punkt des Ortes, 8, £, Einheitsvektoren , 
so ist nach (B.46) die Gleichung des Ortes 
TV(o — «)B=kTV(o — 2,)ß;: 
oder mit zwei potenzirt und mit Anwendung von (b. 134) 
Sa — #)3 + (8 — &)? = k?S’dla — 2,)Rı + ko — 8)” 
Für k=1 lässt sich diese Gleichung schreiben 
Sa(D® + 22) a=V0, 
wenn 
Dow = BSwß — B,Swß, 
e=ß,S2,ß; — BSaß + a, — a. 
Nach einer Bemerkung im Art. 66 ist somit der Ort eine 
Fläche zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt im Unendlichen 
liest. N 
3°. Eine Gerade dreht sich um eine feste andere Gerade. 
Welche Fläche wird dadurch erzeugt ? 
Ein Punkt der festen Geraden sei als Vektorenursprung ge- 
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wählt; die Gerade falle mit dem Einheitsvektor x zusammen 
und 

„Ver —Py=0........:. (C. 152) 
sei die bewegende Gerade. Der Vektor p führt sodann eine 
konische Drehung um & als Achse aus, und in einem belie- 
bigen Augenblik ist derselbe somit nach Art. 111 der Theorie 

WI RmATE, 
Umgekehrt ist 

De 
und die Substitution dieses Wertes in (0. 152) ergibt 

Vtwe — Py=0I......:. (C. 153) 

als Gleichung der durch die Umdrehung hervorgebrachten Fläche, 
aus der nun noch die Skalargrösse £ eliminirt werden muss. 


Aus (C. 153) folgt 


RR See (C. 154) 
und eine Potenzirung ergibt 
a=(ß + ay)”. 


Wenn man jedoch die Gleichung (C. 154) mit &° multiplieirt 
und an das Resultat mit S operirt, entsteht 
Sax = S(ß + ay)e. 
Zwischen den beiden zuletzt erhaltenen Gleichungen kann nun 
x eliminirt werden. Das Resultat 
Sy —= [ySwx — V.xVßy]? 

ist die Gleichung der hervorgegangenen Umdrehungsfläche, ein 
einschaliges Rotationshyperboloid. Wenn man den Mittelpunkt 
nach (0. 35) aus der Gleichung 


aSya — ay?Saoa — — aS,yax Vßy 
bestimmt, so findet man 
a = — aI.ßrlVya)-. 


Der Gleichung (B. 52) zufolge erscheint dieser Punkt als der 
Fusspunkt der kürzesten Entfernung zwischen der rotirenden 
Geraden und der Achse. 

4°. Wenn zwei durch den Anfangspunkt gehende Geraden 
sich in festen Ebenen derart bewegen, dass sie stets einen 
constanten Winkel einschliessen, so wird die von der Normale 
zur Ebene jener Geraden erzeugte Kegelfläche gefragt. 
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Es seien die Einheitsvektoren p und s die Richtungen der 
beiden Geraden. Setzen wir 
ESS (C. 155) 
so sind dieselben beständig in zwei Ebenen enthalten, welche 
durch den Anfangspunkt senkrecht zu den Vektoren z, ß ge- 
legt sind. Weiter ist 
EEE EEE (C. 156) 
Nun ist 
a VE (C. 157) 
eine Seite des gesuchten Kegels. Aus diesen Gleichungen sind 
p, ce zu eliminiren. Aus (0.157) folgt 
So=0, Sca—(, 
oder mit Rücksicht auf (C. 146) 
e— UVßo, p—= UVauw, 
und schliesslich durch Einsetzung in (Ü. 156) 
- SU.VBaVau—C. 
Diese Gleichung ist im allgemeinen vom vierten Grade, weil 
aus derselben hervorgeht 
52. VBoVaw = U’V?’BaVraw. 
Wenn jedoch die bewegenden Geraden zu einander recht- 
winklig bleiben, so verschwindet C und es entsteht 
S.V Ba Vz» =0 oder SawuSßw — w’S2ß = 0, 
ein Kegel zweiten Grades. 
9%, Wenn 
en ee 
zwei Flächen zweiter Oraatne sind, so wird der Ort der Pole 
der Tangentenebenen der ersten Fläche in Bezug auf die zweite 
gesucht. 
Es sei £ ein Punkt der ersten Fläche, so ist die Tangenten- 
ebene nach (C. 6) 
Sop+)+SDe+a—0, 
und wenn co der Pol dieser Ebene in Bezug auf die zweite 
Fläche ist, so muss diese Gleichung identisch sein mit 
Se(d,r+e)+Sre, 4, —=I; 
daher 
Prts _ 9 ta Ze 
Pte Sta 
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Mit Rücksicht auf Art. 36 schliesst man hieraus unmittelbar, 
dass zwischen den Punkten ?, vo eine projectivische Verwandt- 
schaft besteht und weil der Punkt > eine Fläche zweiter Ord- 
nung beschreibt, so muss dasselbe mit dem Punkte o statt- 
finden. 

6°. Wenn aus einem Punkte der ersten Fläche der vorigen 
Aufgabe drei Sehnen in derselben gezogen werden, welche 
einem System conjugirter Durchmesser der anderen parallel 
sind, so geht die Ebene der Endpunkte jener Sehnen durch 
einen festen Punkt, wenn das System conjugirter Durchmesser 
sich ändert. 

Sind x, 8, x die Richtungen der conjugirten Durchmesser , 
somit 

saß =SPdY=HdR—=0 ..... (©. 159) 
und ist og ein Punkt der ersten Fläche, so ist die Ebene der 
Endpunkte der Sehnen dieser Fläche, welche aus p parallel 
zu &, 8, y gezogen werden nach Art, 72 

IrPa |, „„DPRR SyPr 

Sao (Br u +re gan, +) + 2 =0, 


und diese Ebene enthält jeden Punkt » für den 








_,„PaeDP SEop SyPp 
URS En a EERT RE (C. 160) 
falls nur die Zahlen u, y, 2 der Relation genügen 
utytz=—2........ (C. 161) 
Aus (C.159) kann man schliessen | 

ER 

AT IE, BREI 

% D,8D,r TV92,89,r 


wenn x die gewöhnliche Bedeutung in der symbolischen Glei- 
chung für die Funktion ®, hat. Es ist daher, wenn wir die 
Glieder der zweiten Seite der Gleichung (C. 160) einzeln nehmen 





Dep SaDp 
ade are uer: S2do,—!VRyr 
Setzen wir nun weiter 
u Er 5 z K 
Sedo, 1V&r 8. BER —1Vyan8., DD TER 


oo. 
 S.[ap0, 1VBr + B99,"Vya+ 99,1 Vaß] 
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wodurch die Gleichung (Ü. 161) befriedigt wird, so geht (C. 160) 
über in 
Be VRrSadp+ VraSßpp + VaßSyDr) 
Sepp, VPr TBDp,—"Vya + yrPQ,'Vap] 
— 29, T'10pS2ßy 

VRR ra ve 

Die Funktion ®®,-! ist eine lineare Vektorfunktion, deren 
Inverse ®,92! ist. Bezeichnen wir den Wert der Grössen «, 
2, &, der symbolischen Gleichung für die Funktion 9,2! mit 
X, X, %, und die Conjugirte der Funktion 9,9! mit (P,91)), 
so ist nach (/. 32) | 

xp," VB = VAR) r 

und nach (/.41) ist nun 


@— 


S“ßy X 
eine Invariante; somit wird schliesslich 
a —2 = es (©. 162) 


der allen Ebenen gemeinsame Punkt sein. 
7°, Man soll den Ort der einen Ecke eines Tetraeders be- 
stimmen, wenn jede der drei in ihr zusammenstossenden Kan- 
ten einen festen Punkt enthält, die drei anderen Ecken in 
festen Ebenen sich bewegen und ausserdem die Ebene dieser 
Ecken fortwährend durch einen festen Punkt geht. 
Die drei erster festen Punkte seien x, 8, y, der letzte 9; 
die drei festen Ebenen mögen mit 
Sa, —=1, HB, —=1, Ser, —1 
bezeichnet sein. Wenn wir nun noch die erste Ecke mit p, die 
drei anderen mit p, , fa, ?, bezeichnen, so werden die Bedin- 
gungen des Problems ausgedrückt durch das System 
Se =1,8.4 = li Se =. 2... (0.163) 
S(pgPs + Papı + Pr) = Sprfafs: * * - » (C. 164) 
Pe), -a)=0,; MR) (a —-R)—=0, Ve r)a—-r) = 
Hieraus folgt nun zuerst 
ur 
PO: 
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Durch die Substitution in (©. 163) bestimmt man u, und 

erhält sodann weiter 

ep —a — V.2, Var 
\ NET 
Ähnliche Werte ergeben sich für p,, p, und wenn dieselben 
in (0.164) eingesetzt werden, so ist die Gleichung des Ortes 
erhalten. 

90. Wir wollen diesem Abschnitte noch eine Bemerkung 
hinzufügen über die Raumcurve dritter Ordnung, wel- 
che als Durchschnitt zweier Flächen zweiter Ordnung, die eine 
gemeinsame Gerade enthalten, entstanden gedacht werden kann. 
Im Art. 87 sind wir zu einer solchen Curve geraten durch 
eine Betrachtung über den Pol einer festen Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels. Dieselbe entstanl durch die 
Elimination der Grösse k aus der Vektorgleichung (0. 137) 

Do +e+kow®t:) _ Swet at k(Swe, +4) 
’ & | 

Diese Elimination kann aber auch auf ganz andere Weise als 
in jenem Artikel geschehen, wodurch wir eine merkwürdige 
Form der Gleichung der Raumcurve dritter Orduung erhalten. 
Schreiben wir die Gleichung (0. 137) nämlich in die Gestalt 

Dot 2) (Swet a)e—=— k[e(D,o—+ &,)— (Swe, + a,)e, ], 
so ist | 
VIetPo+te)— (Swe-ta)a] [c(P,»+E,) — (Swe,ta,)&,] = 0, (0.165) 
wodurch die Elinination von %k vollzogen ist. 

Die allgemeinste Form der Gleichung dieser Raumcurve ist 
somit 

Vaa+e)do + ß)=0I.....:. (©. 166) 
Zählt man aber die Skalarconstanten, welche in der Glei- 
chung vorkommen, so findet man deren sechzehn, während 
bekanntlich die Curve dritter Ordnung durch zwölf Constanten 
bestimmt ist. Hieraus schliessen wir, dass die Gleichung 

VE) ron Kae. (C. 167) 
wo &® eine willkürliche Vektorfunktion ist, eine beliebige kubische 
Raumcurve darstellen kann. Lest man nämlich den Vektoren- 
ursprung in den Punkt — x, welcher der Curve angehört, d.h. 
setzt man 
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so wird die Gleichung der Curve 

Pte -E9)=0.. wer, (C. 168) 
wo y statt @ — Dx geschrieben ist. Weil aber eine kubische 
Raumecurve durch sechs Punkte bestimmt ist und jeder Punkt 
zwei Bedingungsgleichungen zwischen den Constanten der Glei- 
chungen der Curve mit sich führt, so muss die Gleichung 
(C. 168), wenn dieselbe in der Tat die allgemeinste kubische 
Curve darstellen kann, noch zehn beliebige Skalarconstanten 
enthalten. Dass dies der Fall ist, ergibt sich leicht, wenn wir 
Ds in der mit (/. 122) bezeichneten Form wählen 

= Var +hVYra = Vlg+3)p-+ hVYrpr, 
wo 9, Ah beliebige Skalare, A, « Einheitsvektoren und 3 ein 
beliebiger Vektor ist. Die Gleichung (0.168) nimmt sodann 
nämlich die Gestalt an 
Voy + Vods + hV.sViou —0, 

welche durch A dividirt werden kann und sodann in y, 3, 
A, « zehn Skalarconstanten enthält. 

Es ist leicht den Übergang von (C. 166) nach (C. 167) zu 

vollziehen. Man setze nämlich 
da—p, =, 
eine Transformation, wodurch die Ordnung der Raumcurve 
nach Art. 37 nicht geändert werden kann; es entsteht sodann 
Ver +))vou + P)—=I, 
und hierin kann YD—! durch eine beliebige nicht selbstconju- 
girte Vektorfunktion ersetzt werden. 

Statt der Gleichung (Ö. 167) kann auch geschrieben werden 

PrRß=xlpte) oder p=(P — x)" (xx —P), 
wo x eine variable Skalargrösse ist. Schneidet man diese Curve 
durch eine beliebige Ebene, so ist aus dem Werte von (®— x)-!, 
den wir schon mehrmals benutzten , klar, dass stets drei Schnitt- 
punkte erhalten werden. 

Wir können nun auch noch leicht einen Satz nachweisen, 
welcher sich auf zwei projectivisch auf einander bezogene Räume 
bezieht. Wenn nämlich o,, o, zwei beliebig gewählte aber 
feste einander entsprechende Punkte S,, S, derselben darstel- 
len, £, und , oder /, und P, zwei veränderliche Punkte, 


141 


so suchen wir den Ort derjenigen Punkte, für welche die Ge- 
raden S,P,, S,P, parallel sind. Es gilt sodann 


Mac) (0) 0. 2 (©. 169) 
und nach (B. 41) 
ERDAHTE ; 
TS +1 


Trägt man diesen Wert in (0. 169) ein, so entsteht 
Hr, ze °,) (Op, 2 0,8ß,P, + re °,) —— 0, 
oder 


Ya—e)Wn +r)=I. 
Der gesuchte Ort ist daher eine Raumcurve dritter Ordnung. 


ALLGEMEINE THEORIE DER FLACHEN. 


9]. Wir wollen im Nachfolgenden für die Gleichung einer 
beliebigen Fläche, wie wir dieselbe in (B. 16) fanden, allgemein 
schreiben 

i Fe) = F(Sa,p, Sayp, Sap)=U...... (D. 1) 
wo nur ß,, Y%, durch z,, x, ersetzt sind. 

Die Funktion 7 ist eine Summe von Gliedern, deren jedes 
die Form 

(5x, p)“ (S2,p)’ (Sz;P)' 

hat; die Summe der Zahlen a, 5b, e ist höchstens der Ord- 
nungszahl n der Fläche gleich. Wenn ein solches Glied diffe- 
rentiirt wird, so entsteht 
a(Sx,)""(Sx,p)’(S2;p)'8x, de +-b(Sx, p)*(92,p)’"(9x;p)'Sx,dp-Fu.s.w. 
Der Coefficient von Sz,dp ist einfach der Differentialquotient 
des Gliedes in Bezug auf das Argument Sz,p; derjenige von 
Sz,dp ist der Differentialquotient in Bezug auf Sz,p u. s. w. 
Wenn wir demnach die Difterentialquotienten der Funktion 
F in Bezug auf die Argumente S2,p, Sa,p, Sz,p mit 7, F,, 
F, bezeichnen und — was uns erst nachher von Nutzen sein 
wird — in gleicher Weise zweimalige Differentiation durch 
zwei hinzugefügte Indices zu erkennen geben, sodass /\,, der 
zweite Differentialgquotient von F' bedeutet, wenn erst in Bezug 
auf Sz,p, nachher in Bezug auf $x,p differentiirt wird, so ist 
ersichtlich, dass das Resultat der Differentiation der Gleichung 
(D.1) geschrieben werden kann 
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dr = Sa, +2) =0 ....(D.2) 
und hieraus folgt unmittelbar, dass die Richtung der Normale 
der Fläche im Punkte p durch 2, +, + «,F, dargestellt 
wird. Wir setzen daher für diese Normale 
N Te a Ar (D. 3) 
Es ist klar, dass 7, das Resultat ist, welches erhalten wird, 
wenn man die ursprünglich gegebene Skalargleichung (B. 8) 
der Fläche 
NEN El 
in Bezug auf x differentirt und nachher #, y, z durch Sa,p, 
Sa,p, Sx,p ersetzt. Hamıtron schreibt deshalb die Normale in 
andrer Form. Denkt man noch anstatt &,, &,, &, ein recht- 
winkliges System von Einheitsvektoren ©, 7, %k gewählt, so 
schreibt Hanmıvron statt (D. 3) 


Fe Fan d 
‚(ti +kz)F 


und bezeichnet ferner das an / operirende Symbol mit 


‚9 . 0 9 
ER Te re a (D. 4) 
sodass einfacher entsteht 
De V ME en (D. 5) 


Mit Hülfe der Normale ist es leicht die Gleichung der 
Tangentenebene in einem willkürlichen Punkte p der Fläche 
anzugeben, nämlich 

De DE ae ar (D. 6) 

92. Wenn der Constanten C in (D.1) verschiedene Werte 
beigelegt werden, so stellt die Gleichung ein System von Flä- 
chen derselben Ordnung dar. Insbesondere werden 

h=(,Rh=C+dÜ......:.. (032) 
zwei aufeinanderfolgende Flächen des Systems darstellen. Ziehen 
wir von einem Punkte px der ersten Fläche in der Richtung 
der Normale ein Linienelement, welches durch die zweite 
Fläche begrenzt wird; dasselbe kann mit dp bezeichnet werden, 
sodass die Gleichung gelten muss. 

Fe+d)=(0-+at, 
oder weil dp unendlich klein gedacht wird 
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H+adapn—=0+d(, 
und weil 
F=(, dFh = Sydp, 
so entsteht 
Svdp = dO. 
Nun ist jedoch unsren Voraussetzungen gemäss 
de=zv, daher vw? —=dÜ 
und schliesslich 
da=v-!dl ode Th TW=dÜ...... (D. 8) 
Die Länge des Elementes dp können wir die Entfernung 
der beiden Flächen im Punkte p nennen; es folgt sodann aus 
(D. 8), dass die Entfernung der Flächen in verschiedenen Punk- 
ten der Länge des Vektors v umgekehrt proportional ist. 
Hätten wir aus dem Punkte 5 ein Element dr, nach der 
zweiten Fläche gezogen, welches mit v einen Winkel x ein- 
schliesst, so ist klar, dass 
Tapcosa— dp, 
Um die Funktion F eine bestimmte Änderung dC erfahren zu 
lassen, hat man demzufolge in der Richtung v eine kürzere 
Strecke zurückzulegen als in jeder anderen Richtung. Man kann 
somit sagen, die Operation 9 bringe, indem sie an eine Ska- 
larfunktion wirkt, den Vektor hervor, längs dem die schnellste 
Änderung dieser Funktion stattfindet. Diese Deutung ist für 
Anwendungen auf dem Gebiete der Mechanik und Physik sehr 
wichtig. | 
93. Wir werden ım Folgenden auch mehrmals das Diffential 
des Vektors v bedürfen. Aus (D. 3) folgt 
dv=a,dF, + a,.dF, + 2,dF, 
— a, Sdpla, F, + & Fat 2F3)+02,Sdpla, Fate ta; F,,)+ 
| + 2,Sdl@, Fi, + Ft %383;) 
oder 
N En (DU) 
wo ® eine selbstconjugirte Vektorfunktion ist, wie unmittelbar 
einleuchtet. Man kann auch schreiben 
Pla FF, +, + F,)Sap + la Mt a,ly,)Sa;p+ 
+ la a a TE 822... (D. 10) 
Diese Darstellung der Grösse dv als lineare Vektorfunktion 
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von dp ist für die Anwendungen, welche wir bald machen 
werden, von ungemeiner Bedeutung. 

94. Man pflegt zu sagen, die Gleichung 

Dyao == VRR AIR RTLEETEBHR (D. 11) 
sei die Differentialgleichung der Fläche (D.1), welche in der 
Tat durch Integration von (D.11) sich ergibt. 

Es ist leicht aus allgemeinen Gleichungen von Familien 
von Flächen die Eigenschaften des Vektors v herzuleiten 
und umgekehrt aus bekannten Eigenschaften des Vektors v 
auf die Familie der Fläche zu schliessen. Wir wollen einige 
Fälle genauer betrachten. 

Die Kegelflächen sind dadurch charakterisirt, dass ihrer 
Gleichung durch x({p — x) genügt wird, wenn dasselbe von 
(r — «) gilt, wo & den Scheitel bedeutet und x beliebig ist. 
Dies erfordert, dass die Gleichung homogen in Bezug auf 
T(p —«) sei, sodass nach Aushebung des Faktors T(p — a)", 
für den Scheitel als Vektorenursprung, die Gleichung wird 


NEE Wal), 2) 
Eine Differentiation ergibt nun 
Seh tat 9) =V0. 
Nach (e. 23) ist aber 


Somit wird 

Saft Voh—0, 
und hieraus schliesst man, dass 

v=oVhlaf th +% 73). 
Durch Operation mit S.p erhält man schliesslich 
SIT Der er (D. 14) 

wodurch die bekannte Eigenschaft der Normale des Kegels 
ausgedrückt wird, welche in dem Satze enthalten ist: die Tan- 
gentenebene enthält die Seitenlinie des Kegels, welche durch 
den Berührungspunkt geht. 

Für Cylinderflächen ist die bekannte Eigenschaft der 
Normale, dass dieselbe senkrecht zur Erzeugenden ist, welche 
parallel zu & sei. Sodann ist 

10 


Sr I ie) (D. 15) 
und diese Gleichung folgt leicht aus der allgemeinen Gleichung 
jener Flächen. Dies zu beweisen ist wohl am einfachsten, wenn 
wir in einer durch den Vektorenursprung gehenden Ebene senk- 
recht zu & eine Direktrix des Cylinders geben. Sind $, y zwei 
darin enthaltenen Vektoren, so kann für die Directrix gelten 

Bey) lr Far (D. 16) 
Ein Punkt des Öylinders ist sodann durch 

p—=wa-+ za oder p=aß-+yy-+ ze 
für jedes beliebige z dargestellt, daher wenn man mit S.% und 
mit Sy operirt, 
SB = aß” + ySßy , Spy = aSßy -+ yr°. 
Hieraus können nun x, y bestimmt werden und in Verbin- 
dung mit der zweiten der Gleichungen (D. 16) ergibt sich sodann 
2S80.,709. P)—. 0° Une. Olsen: (DEI 
als allgemeine Gleichung der Cylinderflächen, deren Erzeugende 
parallel zu sind. Aus der Differentiation von (D. 17) geht 
nun hervor 
v=ßF,4yF,, 

wenn 7), /, die Differentialquotienten von 7 in Bezug auf 
Sßp, Syp sind.: Durch Operation mit S.z an die zuletzt erhal- 
tene Gleichung ergibt sich (D. 15). 

Für Umdrehungsflächen wird die Eigenschaft der 
Normale in dem Meridianschnitt enthalten zu sein, wenn die 
Achse parallel zum Einheitsvektor x, und der Vektorenursprung 
in einen Punkt der Achse gelegt wird, ausgedrückt durch 
die Gleichung 

DV en ER ee (D. 18) 

Die allgemeine Gleichung der Umdrehungsflächen ist leicht 
hinzuschreiben. Der Winkel zwischen dem Vektor nach einem 
Punkte derselben bleibt nämlich bei der Drehung constant und 
ist nur eine Funktion der Länge jenes Vektors. 

Man kann somit schreiben 
Sp=f(Tr) oder TVapr=f,(Tp), 
oder schliesslich 0,1319) 
TVp=f,(Sap). 
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Wenn man die erste dieser Gleichungen differentiirt, so 
entsteht 
Sadp = F(Tp)aTp = f(Tp)Spde, 
wo f die Derivirte der Funktion f ist, /, eine neue Funktion. 
Somit ist 
v— ale — efı(To)] 
und durch Operation mit $.2p entsteht sodann (D. 18). 

Als letztes Beispiel mögen die Conoidflächen gewählt 
werden. Es seien «&, £, y Einheitsvektoren; & in der Richtung 
der Achse des Conoids, 8 sei die Richtung der Erzeugenden 
in irgend einer Lage, % die Normale zur Ebene, der die Er- 
zeugende stets parallel bleibt, sodass 

Brei u (D. 20) 
Weiter sei 
TRB=Ty=l. 

Wenn die Erzeugende in irgend eine Lage gekommen ist, 
welche mit y?ß bezeichnet werden kann, so schneide sie die 
Achse im Punkte xx. Es bestehen sodann die Gleichungen 

Dip zay—=yHB, u Ma) made (D. 21) 
Durch Operation mit S.y an die erste Gleichung ergibt sich 
DYP. 
Say 





Sl — ae)=0, 2— 
und durch Operation mit S.ß 
S.ß Ulp — ©) = — cosy 5 — SB UlpSyr — aSyp). 


Nach der zweiten der Gleichungen (D.21) gilt somit die 
Beziehung 

SBUVGFVA)=FlSYp)........ (D. 22) 
als allgemeine Quaterniongleichung der Conoidflächen. Die Dif- 
ferentiation ergibt, — wenn man beachtet, dass nach (e. 24) 
UV(y Ver) 
NV(y Var) 
— yS.VapV(y Vadp) or 

SaySzpdp 

T?V(y Var) ' 


dUV(y Var) = — V[V(y Vedp)V(y Vap)]- 


=yV(y Va)) 
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— die Gleichung 


Say Szpdp Mi ) 
TVo Var) Saßp = S.F(Syp)ydp, 
woraus geschlossen wird 
 SerSuße ' 
a 17, ee 


und die Operation mit S.yVap ergibt nun die Differential- 
gleichung 
KAT ee (D. 23) 


sodass v stets senkrecht ist zum Vektor V.y Var. Derselbe ist 
aber nichts anderes, als die Erzeugende der Fläche, welche 
durch den gewählten Punkt p hindurchgeht. 

95. Wir wollen nun allgemein die Frage nach der Bedingung 
lösen, welche erfüllt sein muss, damit die Differentialgleichung 
(D. 11) integrirt werden könne, daher einem System von Flächen 
angehöre. 

Im Art. 93 haben wir gesehen, dass der Vektor dv, welcher 
aus einer Funktion F(Sx,p, Sx,p, Sz,p) hergeleitet wird, jeden- 
falls eine selbsteonjugirte lineare Vektorfunktion von dp sein 
muss. Wenn daher der gegebene Vektor v nicht derart ist, dass 
dv dieser Forderung genügt, so kann die Gleichung (D. 11) 
nur integrabel sein, wenn ein Skalarfaktor /p gefunden werden 
kann, derart, dass die Funktion v/ der Bedingung genügt 


EEE (D. 24) 


wo ©, selbstconjugirt ist. 
Setzen wir nun voraus, dass 


dv = Ddp 
eine nicht selbsteonjugirte Funktion sei und schreiben nach 


(f. 94) 

—-r=2Vh..... ee (25) 
wo der Wert von 8 durch (/.95) bekannt ist, so erhält man 
weiter 

9, = duf= far + vdf = FDdp + vSedp, 


wenn 
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gesetzt wird. Somit ist 
O9, de = fPdp + vSvdp. 
Hieraus ergibt sich 
(, —- I H=FPp — P) dp + vSrdp — oSvdp 
oder nach (D. 23) 
(2, — 2, )dp = 2fVddp + V.dp Vv 
— V(2f8 — Vov)dp 
und die Selbstconjugation der Funktion ®, erfordert nun, dass 
die zweite Seite unabhängig von dp verschwinde, daher 


DrOr eV av na (D. 27) 
und durch Operation mit S.v entsteht hieraus 
N Eee (D. 28) 


wo durch (D.25) definirt wird. Dieser Bedingung muss v 
jedenfalls genügen, damit die Differentialgleichung integra- 
bel sei. 

Wählen wir als Beispiel die Differentialgleichung 


Dat lnen.. (D. 29) 
wobei offenbar gilt 
Mara 
so ist 
Ddp = V.adp 


nicht selbstconjugirt. Man findet aber aus (D. 25) 
$=x, somit SE —(, 
und die Gleichung (D.29) ist daher integrabel. In der Tat, 
wenn man dieselbe mit (Var) * multiplicirt, so entsteht 
dp 

| Tee Ve (D. 30) 
Weil aber nach (e. 27), wenn 8 einen willkürlichen aber con- 
stanten Vektor bedeutet, 








Vor Vadp UL te, 
TERN FF UV.VopVeaß=F 8. Var Ux 
_ __.8.UaVadpVop dp 
Bun = 0 v0 


so ıst das Integral der Gleichung (D. 30) 
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Var 
yL VapT — constant. 


Auch auf andere Weise als die hier erörterte, welche den 
Hamıtton’schen » Elementen” entnommen ist, kann das Integral 
der Gleichung (D. 29) angegeben werden. Es seien nämlich 
ß, % Vektoren derart, dass 

«|| Vßy, 

so geht (D. 29) über in 

S.V£ßy Vode =0, 

SpapSyp — SRpSydp = 0, 

und die erste Seite dieser Gleichung wird nach einer Division 
durch S?yp oder $*@p integrabel. Somit ist 

Sßr 

Syp 
das Integral von (D. 29). Statt desselben kann auch geschrieben 
werden 


— constant 


Saßop 

Sy op 
wo ß,, Y%, ganz willkürliche Vektoren bedeuten, welche mit « 
nicht complanar sind. 

Dass in der Tat die Bedingung, dass die Funktion ®, wel- 
che bei der Differentiation des Vektors v erhalten wird, eine 
selbstconjugirte sei, damit die Grösse Svdz ein vollständiges 
Differential werde, mit der bekannten Bedingung in der ge- 
wöhnlichen Analyse identisch ist, kann leicht in nachstehender 
Weise gezeigt werden. 

Setzen wir 


p=ietjytkz, v=iX+jTY-kZ, 





— constant, 


so ist 
Svdp = — (Xde—+ Ydy-+- Zdz), 
und die Bedingungen für die Integrabilität dieser Grösse sind 
bekanntlich 
a 7 9IZ ZERO 


=, — = eu - * 
92 DU wor 920 07 RT 





Nun ist 
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++) ar, 
und wenn dieser Ausdruck mit dp oder Kne Djdy + Dkdz 
identisch sein soll, so muss 


ir ) 
= -, % +2 et | 
hir nr — HDU er Det (DeSUrr) 
Ro 
z AR —=pk. 
Weiter ist | 
P—= — iSip — JSjp — kSkp, 


dp = — Pißie — DiSjp — OhSikp 
und die Bedingung der Selbsteonjugation der Funktion & ist 
nach Art. 161 der Theorie 
Vlipi 47074 kpk)=0. 
Führt man hierein die Werte von ®i, ©, Pk aus (D. 30**) 
ein, so entsteht das System (D. 30*), womit unsre Behauptung 
bewiesen ist. 

96. Wir wollen noch auf einen andren Weg das Krite- 
rium für die Integrabilität der Gleichung (D. 11) her- 
leiten. Derselbe nimmt als Ausgangspunkt die Tatsache, dass die 
zweimalige Anwendung der Operation 


ß) d d 
re 


an die Skalarfunktion # des Artikels 91 stets eine Skalar- 
funktion entstehen lässt, nämlich 


Fıt a’ Fa+ 2%’, + 288,%, F,, + 
-r 252,2, IB + 282,2,.f,, - (D. 31) 
Setzen wir nun im Folgenden den Operator 
0 d 0 
as I 
daher 
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Vz ER OLE. (D. 32) 
‚so ist die Form (D. 31) gleich Y*F und es gilt deshalb 
V.Va— VS ee (D. 33) 


Dies gilt alles, wenn die Funktion 7 der Fläche in der Tat 
vorhanden ist. Umgekehrt wird, wenn eine Gleichung 
Sıkh =0. 
gegeben ist, die Bedingung der Integrabilität sein, dass die 
Funktion v:oder deren Produkt mit einem Skalar / einer Glei- 
chung von der Form (D. 33) genügt, oder in Zeichen 
YES TV ZN Be Re (D. 34) 
97. In Bezug auf den Operator Y muss hier bemerkt werden, 
dass die Anwendung desselben an einen beliebigen Quaternion 
GW. 1 Ki ylk, 
wo W, X, Y, Z beliebige Funktionen von ©, y,z sein können, 
im allgemeinen einen neuen Quaternion ergibt 


(= v1=-(5 +, + rl tr 


9Y 
w 9X , OWEN 
a a a) 


und hieraus folgt unmittelbar, dass das Resultat der Opera- 
tion V an einen willkürlichen Vektor im allgemeinen ein Qua- 
ternion sein muss. Setzt man nämlich 

rT=ıX+Hj3Y-+KZ, 


so ist nach dem Vorhergehenden 


Ruhe DZENON [eX 09Z 
Ye a rs yH En (m: u) - = 
DLR: 

+2 — 7) 

Insbesondere ist 

Vpe=—3, VH=— 7, VI=Un 

Ve: en Veoy—=—a, 

VVarpß = saß, V Vaßp=2Vaß — 3aß—= — (2ßa + Saß) u.s.w. 

Aus einer Skalargrösse entsteht natürlich stets ein Vektor. 

Es ist weiter leicht ersichtlich, dass die Gleichung gilt 
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VPE=VPrEVG 
doch sind die Verhältnisse bei Anwendung des ÖOperators an 
ein Produkt nicht so einfach, Wenn u eine skalare Grösse, 
g einen Quaternion bedeutet, so ist 

Vu \luguygiienilıne. (D. 35) 
wie leicht gezeigt wird, indem für g die viergliedrige Grund- 
form angenommen wird. Das Resultat der Operation 9 an das 
Produkt zweier Vektoren lässt sich jedoch nicht in einer ein- 
fachen Gleichung ausdrücken. 

98. Verfolgen wir nun unsre Untersuchung des Kriteriums 
der Integrabilität der Grösse Svdp weiter, so schliesst man 
nach (D.35), dass die Relation (D. 54) in die Form gebracht 
werden kann 

VLVS»-+FVv])=09 oder fVVv— VoVf=0 .(D.36) 
und wenn man mit S.v operirt, schliesslich 
SV ED (D. 37) 

Wenn daher v nicht der Gleichung (D. 31) genügt, so muss 
die Relation (D. 37) befriedigt werden, damit eine Funktion # 
gefunden werden könne. Aus (D. 36) kann sodann der Faktor 
f bestimmt werden. 

99, Wenn wir den Operator Y anwenden, so wird stets am 
einfachsten sein für das Vektorensystem &, ß, x des Art. 24 
ein rechtwinkliges System :, 7, % zu wählen, denn wenn man 
sodann setzt 

p=eityjtzk, 


so ergibt sich unmittelbar 


= -- Si, y=— Sp, 2—=— Skp, 
sodass die Vektoren &,, ß,, Y, jenes Artikels oder a, @,, &, 
des Art. 91 mit —i, — j, — k zusammenfallen. 


Wir wollen nun das zweite Kriterium auf die Gleichung 
(D. 29) anwenden. In diesem Falle ist 
v=Vopr=aVait+yVaej+2zVak 
und 
Vv=iVai-+jVaj + kVak 
= V(iVei+jVaj+ kVak) 


id, 
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sodass die Bedingung (D. 33) nicht, dagegen (D. 37) wohl er- 
füllt ist. Die Gleichung (D. 36) ergibt in diesem Falle 
2fa — VıVf=0. 
Setzt man 
f=v”°, so st Vf= — 207°, 
und wird daher jener Gleichung genügt. 

100. Dass in der Tat das Kriterium (D. 37) mit (D. 28) 
identisch ist, ersieht man leicht in nachfolgender Weise, Es 
“ sei gesetzt 

dv = Dap = Did + jdy + kdz) 
— Dido + Pjdy + Phde, 
so ist 
Vor = Vlipi + j®j + kok). 
Indem nun &p in die Form geschrieben wird 
. > — iSip — Sp — kSkp, 
erfolgt aus (f. 95) unmittelbar die Beziehung 
Vlivi+ 505 + kok)— M. 
Somit ergeben die Bedingungen (D. 33), (D. 37) 
2 OF undeSv0—.0, 
welche mit den vorhergehenden übereinstimmen. 
101. Die Integration einer Gleichung von der Form 
Svdp =, 
wo v eine Funktion von p ist, schliesst bekanntlich auch das 
Problem ein, die Gleichung der Flächen zu finden, welche ein 
gegebenes Strahlensystem im Raume orthogonal 
durchschneiden. Denn man kann »v als einen solchen in 
jedem Punkte p des Raumes durch die für v gültige Funktion 
bestimmten Strahl betrachten. 

102. Im Art. 94 haben wir für einige Familien von Flächen 
Gleichungen hergeleitet, denen der Vektor y genügen muss und 
dabei schon erwähnt, dass auch umgekehrt aus einer derarti- 
gen Bedingung für v auf die allgemeine Gleichung der Familie 
geschlossen werden kann. 

Diese Behauptung zu beweisen, haben wir jetzt zu zeigen, 
wie die lineare partielle Differentialgleichung allgemein inte- 
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grirt werden kann. Dieselbe ist von der in (D. 14), (D.15), 
(D. 18) angegebenen Form, sodass wir dafür schreiben 
Sg U er re (D. 38) 
Denn, wenn allgemein die Gleichung der Flächenfamilie 
Fu, v) = const. 
ist, wo u, v bestimmte Skalarfunktionen von p sind, während 
mit 7 ein willkürliches Skalarfunktionszeichen bezeichnet wird, 
so ergibt eine Differentiation 
F,du + Fdv—=V. 
Der Index u gibt hierin eine partielle Differentiation nach u 
zu erkennen. Wenn nun 
du = Si,dp, dv = S2,dp 
ist, so lautet die zuletzt erhaltene Gleichung 
S(Fr, + Frrs)de = 0, 
sodass man setzen muss 
v=Fr, + Fir 
und hieraus folgt 
SvA,A,—=0, oder vr —=(, 
wenn man annimmt o//VA,2,. 
Die Integration beruht auf den nachfolgenden Sätzen: 
1°. Wenn die gewöhnliche Differentialgleichung 
VEN ee Bo (D. 39) 
integrirt werden kann, und das Integral von der 
Form 


ist, so wird 
INNE OL (D. 41) 
das allgemeine Integral der Gleichung (D. 38) sein, 
wo Feine beliebige Skalarfunktion bedeutet. 
Denkt man nämlich wieder 7 als Summe von Gliedern dar- 
gestellt, deren jedes als Produkt der Grössen Sz,0, Sx,w, 
Sx,® erscheint, und setzt man wieder den partiellen Differen- 
tialquotient der Funktion # in Bezug auf das Argument 
Sx,@ gleich #\ u.s. w., so ergibt die Differentiation von (D. 41) 
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S(, + sm +) dd... (D. 42) 


Nach unsren Voraussetzungen ist aber 
da — g(Vedp)g', 
wo g, g' beliebige Funktionen von p sein können. Es geht 
daher die Gleichung (D. 42) über in die nachstehende 
Sg (af, + @,0, + 2,F5)g Vodp — 0 
oder 
SV. aM to; + a; ,)godp —(, 
sodass man schliesst 
v=VeoVo(aFt&F, + 2,8,)9; 
und hieraus folgt durch Operation mit S.r die Gleichung 
(D. 38). 
2°, Wenn die Integration der Gleichung (D.39) 
nicht gelingt, jedoch die Integrale der beiden ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen 
Stehd—0, Sred=(, 
in denen r,, r, beliebige Vektorausdrücke, welche 
o enthalten, sein können, in der Form 
Ur GH UNI ne (D. 44) 
wo u, % >Skalarfunktionen von p bedeuten, an- 
gegeben werden können, so ist 


Dluu,) a ee (D. 45) 


das allgemeine Integral der Gleichung (D. 38). 

Wenn man nämlich die partiellen Differentialquotienten der 
Funktion # nach den Argumenten u,, w gleich F\ , F, setzt, 
so ergibt die Differentiation der Gleichung (D. 45) 


EN NR Wr (D. 46) 
Nach unsern Voraussetzungen ist aber 
du, =v,St,cdp, du, = v,St,cdp, 
wenn v,, v, beliebige veränderliche Skalargrössen sind. Dem- 
nach nimmt (D. 46) die Gestalt an 
S(v, #7, + u Fyr,)edp =, 
woraus folgt 
vl Au + FT) 
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und die Operation mit S.s ergibt wieder die vorgelegte par- 
tielle Differentialgleichung. 

103. Die partielle Differentialgleichungen , denen wir bisher 
begegneten , können leicht mit Hülfe dieser Principien integrirt 
werden. | 

Bei den Cylinderflächen ist die Hülfsgleichung (D. 39) 

Ved —=0, somit = Vap, 
und das allgemeine Integral lautet 


F(Var) = C. 
Bei den Kegelflächen gilt es 


zu integriren. Schreiben wir statt dieser Gleichung 
(v 2 ne, 


so ist nach (e. 23) das Integral 


I=(C, 
und die allgemeine Gleichung der Kegelflächen ist demnach 
a Boy. 


Bei den Umdrehungsflächen, wo = Vx,, kann die zweite 
Methode mit gutem Erfolg angewandt werden. Wenn man 
nämlich an die Gleichung (D. 39), welche hier lautet 


V.(Ver)de = 0 oder pSadp — wSpdp = 0, 
mit S.x2 operirt, so erhält man ohne Mühe das Integral 


V”’or=(.. 
Hätte man mit S.p operirt, so wäre das Integral 
I. Up ——— C, 


entstanden. Die Gleichung jener Familie von Flächen ist 
demnach 


FTVa. SÜ)=C. 


104, Obgleich die Theorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung hier nicht weiter 
bei der allgemeinen Theorie der Flächen Anwendung finden 
wird, wollen wir doch einen kurzen Abriss derselben folgen 
lassen. Untersuchen wir zu diesem Zwecke zuerst die Form der 
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partiellen Differentialgleichung, welche ein Integral von der 
Gestalt 
u=/(v) 
hat, wo u und v Skalarfunktionen der Grössen p, v bedeuten 
und / ein beliebiges Skalarfunktionszeichen ist. Aus der Diffe- 
rentiation folgt zunächst | 
du = f(v)dv, 
somit wegen der Willkürlichkeit der Grösse f 
du—=0, v—(, 

oder 

Si,dp + Sı,dv=0, Sud + Su.d—=0.. . (D.47) 
A,» Ay, A, %, Sind hier gewisse Vektorfunktionen von pundv. 


Es gelten weiter die Beziehungen 
NE a (D. 48) 
VE DA (D. 49) 
Zwischen (D. 47), (D. 48), (D. 49) können nun dv, dp eliminirt 
werden und das Resultat | 
SR, +92) (a + 9a) 0; 
oder 
Sva, 2, + SA, dr, — u, DA,) + 25,0, Dpv—=0 .. (D.50) 
ist die gesuchte partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung; 
x ist hierin wieder durch die Gleichung (f. 34) bestimmt. 
Dieses Resultat hätten wir auch in nachstehender Weise er- 
halten können. Aus der Gleichung 


du — f(v)dv, 


oder 
Si, dp + Sr,dv — F(v)LSe,dp + Sr,dv] = 0 
folgt 
S.[1, +02, — flo) (a + Pr) =, 
somit 


va, + Pr, — flo) (Rı + 9) 
d. h. die Vektoren v, A, +0%,, #, + P«, sind complanar, 
wodurch man wieder auf (D. 50) geführt wird. 
Wir wollen nur einen besonderen Fall näher betrachten , 
nämlich wo A,, %, einander parallel sind. Es gehen sodann 
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die Gleichungen (D. 47) über in 
Sd= — yStdv, Sude=-- zStdv...... (D.51) 
wenn | 

Aa Ur MT 
ist, und die partielle Differentialgleichung erhält die Form 

BI VEDTSE HE N en (D. 52) 
wenn wir setzen 

2A, — ya 0, Sam, =— Fin v). . . . (D.53) 

Die Elimination von dp, 'dv aus (D.51), (D.48), (D. 49) 
kann auch in nachstehender Weise geschehen. Aus (D. 51), 
(D. 48) folgt mit Rücksicht auf Art. 179 der Theorie 

dpSvA,2, = Vrlya, — 2X,)ITdv, 
oder 
dpFflp,v)= VoorStdv........ (D. 54) 

Öperirt man jetzt mit S.r®, so entsteht die partielle Diffe- 
rentialgleichung (D. 52). 

105. Es kann nun weiter leicht angegeben werden, wie sich 
Integrale dieser Gleichung herleiten lassen. Wir können näm- 
lich zeigen, dass wenn 

© — Const. | 
ein Vektorintegral der Gleichung (D. 54) oder der daraus her- 
geleiteten 
V.x[dpFlp, v) — VvoStdv] = 0 

ist, wo x eine beliebige Vektorfunktion von p, v bedeutet, 

IDEEN LIENE, SE N urn (D. 55) 
ein Integral der partiellen Differentialgleichung sein wird; hierin 
ist mit Z eine willkürliche Skalarfunktion bezeichnet. 

Eine Differentiation der Relation (D. 55) ergibt nämlich 

Srdo — (0, 
wo z nur von @ abhängig ist. Weil aber allgemein nach unsrer 
Voraussetzung 
do = g} Vr[dp.Flp, v) — Vvostav]tg 
gesetzt werden kann, so geht jene Gleichung über in 
S.gaqVrldpFlp, v) — Vosstadv) =, 


oder wenn man 
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V(Vorg= x, 
setzt, 
Sr, [dpFlo, v) — VoeSstdv])—=0 ..... (D. 56) 
S.dp[x, F(p, v) — DrS.r vo] = 0 
und hieraus schliesst man unmittelbar 
v||x,Ip, v) — Drsx,ve. 
Eine Operation mit S.ve ergibt nun sofort die Differential- 
gleichung (D. 52). 
In gleicher Weise fällt es nicht schwer zu beweisen, dass, 
wenn 


= (nal, 
Skalarintegrale der beiden Gleichungen 
Sa, [dpFfe, v) — Vvostdv) = 0 E 
Sar,[dpFlp; v) — Vrostd]) =0\ DD) 
sind, 
HEERES (D. 58) 


ein Integral der Differentialgleichung sein muss. Denn, be- 
zeichnet man mit /„, , die partiellen Differentialquotienten 
der Skalarfunktion f in Bezug auf u, v, so ergibt sich aus 
(D. 58) 

Fıdu + pdv=d, 
oder nach unsrer Annahme, u, v seien Integrale der Funktionen 
in (D. 57) 

Slfur, + F#,) [dpFfo, v) — Vosstdv) = 0, 

eine Gleichung, welche durch die Substitution 

Fr, + Im = %, 
in (D.56) übergeht, sodass wir den Satz als bewiesen betrach- 
ten können. 

Sind in dieser Weise drei erste Integrale der partiellen Dif- 
ferentialgleichung gefunden, so kann mittelst derselben v in p 
ausgedrückt werden und die Integration der Gleichung 

Svdp — 0 
ergibt sodann auch das zweite Integral. 

106. Eine besondere Erörterung erfordert der Fall, wo die 
Gleichung 

SAL = HEWEF UN. TER (D. 59) 
stattfindet. 
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Denn das Gleichungssystem (D. 51), worein nun 
A =yV tr 2A, 
gesetzt werden muss, ergibt sodann 
Stdıv=0d, Ah=0, 
es sei denn, dass 
z=y2, 
wäre, was wir nicht voraussetzen wollen. 
Zwischen (D. 60), (D. 48), (D.49) müssen nun dp, dv elimi- 
nirt werden, wodurch sich ergibt 


für die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Jedes Vektorintegral der Gleichung 
V.dpVvr, +8S7dv=0........ (D. 62) 
wo & einen beliebigen veränderlichen Vektor bedeutet, oder 
der daraus hergeleiteten Gleichung 
VrldpVvr, + 8Std) = 0, 
wo man auch x einen beliebigen Wert beilegen kann, ergibt 
ein Integral der partiellen Differentialgleichung (D. 61). Denn 
wenn wir wieder setzen 
da = g$ Vr(ldpVvr, + EStdv)ig', 
so ergibt 
Srda — 0 
die Relation 
Sr (dp Vvr, + EStdv) = 0, 
wenn 
x, = V(Vorg)r 
gesetzt wird. Somit erhält man 
S.de[lV.x, Vva, — Dre E)=0, 
oder 
V.x, Vva, — DrSn,& ||v 
und die Operation mit $.va, ergibt nun die Differentialgleichung 
(D. 61). 
Wir teilen weiter ohne Beweis mit, dass, wenn u, u, 
Integralfunktionen der Grössen 
Sa dp Vva, + gStdv, S.a,dpVvA, 4 hSrdv. .. (D. 63) 
sind, wo #,, =, beliebige Vektoren, g, 4 willkürliche Skalare 
bedeuten , 
41 
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Xu, , u,) — constant 
ein Integral der partiellen Differentialgleichung (D. 61) sein wird. 
Wählen wir als Beispiel die einfache Gleichung 
SDR ERDE SEE Mr A (D. 64) 
so nimmt die erste der Gleichungen (D.63) die Form an 
Sr, deVva+ gSßdv=0, 
— Sr, vSadp + 9Sßdv = 0, 
Für v, = Vva erhält man das Integral 
Sßv = constant, 
und für g=0 
Sp — constant, 
somit ist 
F(Sßv, Sap) = constant 
ein Integral der Gleichung (D. 64). 
In derselben Weise findet man, dass 
F(Sß@v, p?) = constant 
ein Integral der Gleichung 
SypDdß = 0 
sein wird. 

107. Wie in der gewöhnlichen Analyse besteht im Quater- 
nionenkalkül ein merkwürdiger Satz, welcher in gewissen Fällen 
die Lösung der allgemeinen Gleichung (D.50) zu derjenigen 
einer einfacheren zurückzuführen gestattet. Es sei nämlich 

Ip) > constant 
die Lösung jener Gleichung, somit 
df = Svdp. 
Setzt man nun 
Sl N ee (D. 65) 
so ergibt eine Differentiation 
dF = Spdv + Svdp — df, 
und mit Rücksicht auf (D. 63) 
dF' = Spdv, 
woraus erhellt, dass # als eine Funktion von v allein ausge- 
drückt werden kann, und wenn man demnach 
dF — SRdv 
setzt, wo R nur von v abhängt, so ist 


u. (D. 66) 
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Hieraus folgt sodann 
de—=dR= vd», 
wenn mit % eine selbsteonjugirte nur von v abhängige lineare 
Vektorfunktion bezeichnet wird; umgekehrt ist 
del din. 
Es ist jedoch ebenfalls 
dv = Ddp, 
wo n nur p enthält; somit 
y—=2,oder vv=dV=l, 
und 
vo. 

Man kann demnach in der vorgelegten Differentialgleichung 
p, v, ®&, DD! durch R, v, YT!1, v ersetzen und hierdurch 
möglichenfalls das allgemeine Integral 

F(v) = constant 
der transformirten Gleichung finden. Wenn sodann noch v 
zwischen diesem Integral und (D. 66) eliminirt wird, so ist 
auch das Integral der ursprünglichen Differentialgleichung ge- 
funden. 

107*. Ausnahmsweise wollen wir hier den Zusammenhang 
mit dem analogen Problem der gewöhnlichen Analyse näher 
erörtern. Bei den Bezeichnungen des Artikels 26 erhalten wir 
nämlich 





or or of 
a OR (D. 67) 
d2 ENT TE Ta LESE de et 
BT ea En 


Die Differentiation von (D. 657) ergibt weiter, wenn man auf 


dp = ada 4 Bdy-t ydı 
Rücksicht nimmt 


92 F' 02 F 9°? F 
ml Dach Bı En A 9aay ' 

0F °F FF 
er a ay? + ay da’ 

9? F FF 92F 


af Tee 


somit 











un 2 
Sad. da — 2, ac) MRTIRGO) 
Nun ist aber 
o:F 02F „0 
re ee SE 
90° of 
| %z 
Bi, Svß,DVvß, 
Sa, By S°yv / 


wenn man den Wert von p aus (D. 68) und die Gleichungen 
(D. 69), (B. 11) benutzt. | 
In derselben Weise wird erhalten 
Sva,DVvß, ur Sv2,DVvz, 
er Sa, By S°yr ’ Trert Sa, By, S°rv | 
Die allgemeine lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 





Rr+2Ss+ Rt +V=0, 
wo R, S,, T, V Funktionen von &, y, 2, p, g bedeuten, er- 
hält hier die Form 

RSsBß,PVvRß, — 28,8.8,DPVva, + T,S.v2,PVva, + Vu, =), 

wenn Ru Su Zu V, Funktionen von p undvsind. Statt dieser 
Gleichung kann aber auch geschrieben werde, indem mit m, , 
m, die Wurzeln der Gleichung 

R,m” — 28, m + T,= 0 
bezeichnet werden 


h V 
SB, — ma,)DVvkß, — my2,) + R, =, 


sodass dieselbe in der Form (D. 52) erscheint. 
108. Im Art. 27 der Theorie haben wir schon erörtert, dass 
die Gleichung 
r= hau va + lu )B + Fzlu v)y - . - - (D. 70) 
wo fir far fs beliebige Funktionen der Skalare u, v bedeuten, 
einer willkürlichen Fläche angehört. Es ist leicht einen Aus- 
druck für den Vektor v in diesem Falle zu finden. Bei con- 
stantem Werte von v stellt die Gleichung (D. 70) nämlich eine 
auf jener Fläche enthaltene Curve dar und das Differential d,p, 
welches wir im Art. 27 der Theorie definirt haben, ist ein 
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Vektor in der Richtung der Tangente an jene Curve. Analoges 

gilt von der Grösse d,o. Demnach wird V.d,pd,pe ein Perpendikel 

zu jenen Tangenten sein, sodass wir schreiben können 
ELCH LEN NEE (D. 71) 

Wir werden jedoch diese Form des Ausdrucks für die Nor- 
male im Folgenden nur selten in Anwendung bringen. 

109. Wir wollen nun einige bekannten Probleme, zu deren 
Lösung man die Kenntnis der Normale bedarf, in Angriff 
nehmen. Zuerst sei das Problem der Fusspunktsfläche 
eines Punktes in Bezug auf eine gegebene Fläche genommen. . 
Die Gleichung dieser Fläche sei 


KH ee HT Bee (D. 72) 
und der gegebene Punkt sei «. Wenn nun nach (D. 6) 
S(o — p)v = 0 


für die Tangentenebene im Punkte p der Fläche gesetzt wird, 
so ist nach (B. 32) der Fusspunkt des Lotes aus x auf jene 
Ebene gefällt 
N A RE (D. 73) 
Die Gleichung der Fusspunktfläche wird erhalten, indem 
p zwischen (D. 72) (D.73) eliminirt wird, doch kann diese 
Elimination natürlich nicht vollzogen werden, solange F' will- 
kürlich bleibt. Es kann aber aus (D. 72) jedenfalls eine ein- 
fache Gleichung hergeleitet werden, welche p und c mit ein- 
ander direkt in Verbindung setzt. Aus derselben folgt nämlich 
v= — (r — a)! S(2 — p)v, 
und durch Operation mit S.(x — p) wird nun erhalten 
IS —e)(—e)'T=—1...... (D. 74) 
Wir wollen diese Betrachtungen nur noch weiter verfolgen 
für den Fall, wo F die allgemeine Gleichung zweiten Gra- 
des ist 
Spt 2.) ra—0. 
Es ist sodann 
v=ßte 
zu setzen, und (D. 73) ergibt 
ea=— (MH) +2). 


daher einfacher 


Dt+e=xle — a)! 
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wo x eine Skalargrösse ist; somit ist 
EP te), 
Die Substitution in (D. 74) ergibt nun den Wert von .r, nämlich 
, 1+ 8%. —w@) (a + oe) 
"Se a) lea) 

Nun ist der Wert von p bekannt und die Substitution in 
(D. 75) liefert uns sodann die gesuchte Gleichung der Fuss- 
punktsfläche; doch ist das Resultat im allgemeinen zu umständ- 
lich, um hier mitgeteilt zu werden. Nehmen wir aber an, e sei 
‚ Null und setzen wir 





e—a—u, 
so erhalten wir zuletzt 
(1 + Saul)? + aseld ut —= 0, 
Für 2=0 wird diese Gleichung 
aSw Ip -Ia!= — | oder sudo — — w* . . (D. 76) 

Es stelt dies somit die Fusspunktsfläche des Mittelpunktes 
eines Ellipsoids in Bezug auf dasselbe dar; dieselbe ist die 
schon früher erhaltene Fläche vierter Ordnung. 

110. Wenn auf die Normalen einer Fläche eine constante 
Länge abgetragen wird, so entsteht eine neue Fläche, deren 
Gleichung gefragt wird. Ist a die Länge jenes Segmentes, so 
ist der Vektor eines Punktes der gesuchten Fläche 

u a neh SE a rer (1977) 
Zwischen dieser Gleichung und (D. 72) muss nun wieder p eli- 
minirt werden, wozu wir im Falle zweiter Ordnung (D. 77) den 
Weg zeigen wollen. 
Zwischen ®@ und p besteht nun stets die einfache Gleichung 
(a 0) ee (D. 78) 
Weiter ist 
o—prallfe te), 
wenn wir nur das obere Zeichen beibehalten; daher 
PtEe=yo—p) 
P=@P Try) (ya — e). 
Die Substitution dieses Wertes in (D. 78), (D. 75) ergibt zwei 
Gleichungen, zwischen denen y eliminirt werden muss, um 
die gesuchte Gleichung zu erhalten. Dies erfordert jedoch sehr 
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umständliche Rechnungen, sodass wir nicht länger dabei ver- 
weilen. | 

Nur wollen wir noch einen allgemeinen Satz in Bezug auf 
die erhaltene Fläche beweisen, nämlich dass der Vektor v 
der ursprünglichen Fläche zugleich Normale der neuen Fläche 
ist. Denn, wenn (D. 77) differentiirt wird, so entsteht 


EUR 
y 


Indem wir hieran nun mit S$.v operiren, entsteht 
Sydo — 0, 
wie zu beweisen war. 

111. Im vorigen Abschnitte hatten wir schon lesenhetl 
die Reciprokalflächen einigermassen zu erörtern. "Wir 
wollen hier nun noch einen allgemeinen diesbezüglichen Satz 
beweisen, nämlich dass die Beziehung zwischen einer Fläche 
und deren Reciprokalfläche eine gegenseitige ist. Die feste Kugel 


sei wieder wie im Art. 86 
Fe 


= —r:, 

und die willkürliche Fläche sei 
up HS RE BEE (D2179) 
so ist die Gleichung der Polarebene des Punktes p der Fläche 
ne Pe Va a Br (D. 80) 


Wählen wir daher ein dem Punkte p unendlich naher Punkt 
der Fläche (D.79) a+.dp, wo Tdp unendlich klein ist, sodass 
die Gleichung gilt 


Sıdr=0, 
so ist für die Durchschnittsgerade der beiden Polarebenen 
Sude = 0, 


und weil dies für jedes dp gelten muss, so folgt aus den bei- 
den letzten Gleichungen 
w —'IU, 


und nach (D. 80) ist dann weiter 


Nun muss noch p zwischen (D. 81), (D. 71) eliminirt werden 
um die Gleichung der Reciprokalfläche zu erhalten. 
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Besonders vereinfacht dies sich jedoch, wenn wir Tv fort- 

während derart bestimmen, dass der Gleichung 
Io = ep  EETRBHRF (D. 82) 

Genüge geleistet wird. Denn sodann ergibt (D. 8]) unmittelbar, 
dass v der Vektor des Punktes der Reciprokalfläche ist, welcher 
dem Punkte x der anderen entspricht. Nun folgt aber aus 
(D. 82) durch Differentiation 

Svdp + Spdv—= 0, daher Spdv = 0, 
und hieraus kann wieder geschlossen werden, dass p die Rich- 
tung der Normale ist zur Fläche, welche durch den Punkt v 
‚beschrieben wird. Um nun den Punkt der ersten Fläche zu 
finden, welcher auf derselben Weise aus v hergeleitet wird, 
als umgekehrt der Punkt » oder v aus p, hat man nur in 
(D.81) v und p zu verwechseln. Dadurch finden wir sodann 
aber p zurück. 

Dasselbe Resultat wäre natürlich erhalten, wenn wir die 
Gleichung (D.81) ganz allgemein gehalten hätten. Weil näm- 
lich (D. 80) eine 'Tangentenebene der erzeugten Fläche ist im 
Punkte & der Gleichung (D. 61), so folgt daraus dass die Nor- 
male zu dieser Fläche parallel zu p ist, oder in Zeichen 

Srdas=lN age Sure SE (D. 83) 
Nun ist aber die Polarebene jenes Punktes (D. 81), wenn v 
der veränderliche Vektor ist 


SATT nee Fee (D. 84) 
daher für jeden Schnittpunkt mit den folgenden Polarebenen 
Sodu =. 


Weil aber für jedes de auch die Gleichung (D. 83) stattfindet, 
so ist 

on yr 
zu setzen, und y bestimmt sich aus (D. 84). Mit Rücksicht auf 
(D. 81) findet man y=]1. 

112. Einige weiteren Beispiele der Anwendung der Quater- 
nionen mögen der Theorie der Enveloppen entnommen 
werden. | 

1°. Durch die Endpunkte von je drei conjugirten Durch- 
messern eines Ellipsoids 


Sppp = b 
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wird eine Ebene gelest. Es wird die Enveloppe derselben 
gefragt. 
Sind 2,, &,, 2, jene Endpunkte, so gelten zunächst die Re- 
lationen (C. 62), (C. 63) | 
Sa, Dax, = Sa,0a, = S2,0x, = 0 
Sz, dx, = 82,02, = 82,02, = b | 
und es soll die Enveloppe der Ebene 
SR, aa ad) = Saas (D. 86) 
bestimmt werden. Nun ist aber nach (Ü. 66), (C. 67) 


a wa 
Say, = b IH > Va,&, = Da; vr ER 


sodass (D. 86) einfach geschrieben werden kann 


SAD ea ED (D. 87) 
Setzen wir nun weiter 
ne RETTET (D. 88) 


so ergibt sich aus (D. 84) leicht das System 
S2,0& = 82,08 = 82,05 = zb, 


und hieraus folgt dan wieder 


SL ne. (D. 89) 
während. (D. 87) übergeht in | 
NEN VE ER (D. 90) 


Wir müssen nun die Enveloppe der Ebene (D. 90) bestim- 
men, wenn & die Fläche (D. 89) beschreibt. Diese Enveloppe 
ist ohne Rechnung zu finden; denn (D. 90) ist die Gleichung 
der Tangentenebene im Punkte Z an (D. 89) gelegt, sodass die 
Fläche zweiter Ordnung (D.89), welche mit der gegebenen 
Fläche concentrisch, coaxial und ihr ähnlich ist, die gesuchte 
Enveloppe ist. 

Dasselbe Ergebnis hätten wir aber auch durch eine einfache 
Rechnung gefunden. Wenn nämlich (D. 89), (D. 90) differentiirt 
werden, so entsteht 

spR—=0, SDi—0, 
daher, weil diese Gleichungen für jedes willkürliche dZ stattfinden, 
Dal, p=af. 
Aus (D. 89), (D. 90) ergibt sich sodann 
2=1 und Sr =3b. 
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Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass die Enveloppe von 
der veränderlichen Ebene im Punkte Z, d.h. nach (D.88) in 
dem Schwerpunkte des von den Endpunkten der conjugirten 
Halbmesser gebildeten Dreiecks, berührt wird. 

2°. Eine Kugel, deren Mittelpunkt in einer gegebenen Ge- 
raden enthalten ist, berührt eine zweite Gerade. Man fragt die 


Enveloppe. 
Es sei 
pP=a+xß 
der Vektor des Kugelcentrums und 
Vz, 


die Gleichung der Tangente. Der Radius der Kugel ist sodann 
nach Art. 39 
TV(x 4 a2)y, 

wenn y ein Einheitsvektor ist. Die Gleichung dieser Fläche ist 
daher 

p— a8 2Pr = V Ha ep)... (DSIE) 
und durch Differentiation erhält man hieraus nach Division 
mit da 

— S(p — a — aß) = eV ’By + S.VayVPy, 
_ __SBle + ray) 
a Sr 

und durch Substitution in (D. 91) wird für die Enveloppe er- 
halten 





(p* — 2:Se)S’By + S’pß + 2SpßSay Spy — 0. 

Dieselbe ist somit eine Fläche zweiter Ordnung; sie enthält 
die Gerade, welche von der veränderlichen Kugel berührt wird, 
wie ersichtlich wird, wenn man p=yy in die Gleichung ein- 
führt. Die Ebenen Sp@ = C schneiden die Enveloppe in Kreise, 
die ausserdem auf Kugeln liegen, welche um den Punkt « als 
Mittelpunkt beschrieben werden. Man schliesst hieraus, dass die 
Fläche eine Umdrehungsfläche ist, deren Achse die Gerade der 
Mittelpunkte ist. Weil sie aber ausserdem Geraden enthält, so 
ist dieselbe ein einschaliges Rotationshyperboloid. 

113. Im Vorhergehenden sind wir zwei wesentlich verschie- 
denen Fällen, in denen eine Enveloppe entsteht, begegnet. Im 
ersten Falle nämlich erschien die veränderliche Ebene als Funk- 
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tion eines Vektors, welcher einer skalaren Bedingungsgleichung 
unterworfen war, somit als Funktion zweier veränderlichen 
Skalare. Im zweiten Falle dagegen war die veränderliche Kugel 
nur als Funktion einer einzigen skalaren Grösse zu betrachten. 
Diese zwei Voraussetzungen können etwas allgemeiner folgen- 
dermassen untersucht werden. Es sei 

oa) Glen. ka Se (D. 92) 
die Skalargleichung der veränderlichen Fläche, deren Enveloppe 
bestimmt werden soll. Es kann nun zuerst & einer einzigen 
Skalarbedingung 

116) Feien Sen Nazel A ser (D. 93) 

unterworfen sein. Durch Differentiation ergibt sich sodann 
Soeda=0,iSßde—(0, 

wo der Vektor s sowohl p als x enthält, 8 jedoch nur «. 

Hieraus schliesst man, weil diese Gleichungen für jedes will- 

kürliche dz stattfinden müssen, 

VE BET TE (D. 94) 
und es erübrigt jetzt nur noch x zwischen den Gleichungen 
(D. 92), (D. 93), (D. 94) zu eliminiren. 

Wenn dagegen der Vektor x zweien Skalarbedingungen 

7 ala) Ga. alaye.a (D. 95) 
genügen muss, so erhält man durch Differentiation der Glei- 
chungen (D. 92), (D. 95) 

Ssrde=0, Sß,da=0, Sß,da=0, 
daher 
SEaHS3FHN nr nen: able (D. 96) 
und es kann nun x zwischen den vier Gleichungen (D. 92), 
(D. 95), (D. 96) eliminirt werden, wodurch die Enveloppe ge- 
funden ist. 

114. Wenn speciell die veränderliche Fläche eine Ebene ist, 
so entsteht in dem letzten Falleeine abwickelbare Fläche. 
Wir können sodann das Problem auch folgendermassen er- 
örtern. Es sei 

Sa lelan Ba ei (D. 97) 
die veränderliche Ebene, wo x von einem einzigen Skalar u 
abhängt 

= Wi HMI HR... (D. 98) 
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Durch Differentiation ergibt sich sodann 

Sı(hitjj3thr)= Se —=0...... (D. 99) 
wo der Kürze halber /,” statt /,'(w) geschrieben ist und x’ der 
Tangentialvektor im Punkte x der Curve (D. 98) ist, wenn in 
dieser Gleichung x als veränderlicher Vektor betrachtet wird. 
Wird nun u zwischen (D. 97), (D. 99) eliminirt, so wird die 
Gleichung der abwickelbaren Fläche erhalten. 

Den Gleichungen (D. 97), (D. 99) genügen die Vektoren der 
Durchschnittsgeraden je zweier auf einander folgenden Tangenten- 
ebenen der abwickelbaren Fläche. Der Durchschnittspunkt dreier 
derartigen Ebenen genügt somit den Gleichungen 

SEN SO Se VE (D. 100) 
wenn «” der aus « durch Differentiation nach v entstandene 
Vektor ist. Hieraus folgt 





(D. 101) 


Die Curve, welche dieser Punkt 5 bei Änderung der Grösse 
u beschreibt, ıst bekanntlich die Rückkehrkante der ab- 
wickelbaren Fläche. Die Vektorgleichung dieser Curve ist (D. 101), 
während das aus (D. 100) durch zweimalige Elimination von u 
erhaltene System die Skalargleichungen jener Rückkehrkante 
darstellt. 
Wenn speciell « als quadratische Funktion von u erscheint, 
somit 
%=&,t 22,u+ 2,u” 
gesetzt werden kann, so erhält man für die Enveloppe 
S’pax, — Spa,(Spxz, — 1) = 0, 
eine Fläche zweiten Grades, wie man leicht findet, einen Kegel, 
dessen Scheitel der Punkt 
Melyayıı 
Sr, 
ist. 
115. Nehmen wir noch weitere Beispiele. 
1°. Es wird die Enveloppe der Ebene gefragt, welche der 
Richtung x parallel bleibt und die Fläche zweiter Ordnung 
SPD ee (D. 102) 
berührt. Wenn 
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SaDdp — b 
die Gleichung einer Tangentenebene ist, so muss dafür die 
Beziehung 

Sadı = 0 
stattfinden. Die Gleichung (D. 76) wird. in diesem Falle 

5.2.DwDde =0 oder Spwx — (0, 

solange die Grösse » für die Funktion ® nicht verschwindet, 
und zwischen diesen vier Relationen kann nun > leicht elimi- 
nirt werden. Aus den letzteren drei wird erhalten 


und sodann erfolgt weiter aus (D. 82) 
bS2de& + S.wa VDwda = 0 
eine Gleichung, welche sich leicht auf (0.23), diejenige des 
umhüllenden Cylinders der Fläche zweiter Ordnung zurückführen 
lässt. 
2°. Eine Kugel berührt zwei gegebene Ebenen und eine die- 
selben berührende feste Kugel. Man fragt die Enveloppe der 
ersten Kugel. 
Es sei 
ET FE (D. 103) 
die feste Kugel, und 
Sge=—a, Hß=—a...... (D. 104) 
zwei feste Tangentenebenen derselben, wo z, 8 Einheitsvekto- 
ren bedeuten. Die veränderliche Kugel mag durch 
ke"? — r: 
dargestellt werden. Die Bedingungen der Berührung mit (D. 103), 
(D. 104) sind 
Tr =a+tr, r=a+Saoo—=a- Sße. 
Somit geht (D. 105) über in 
p— r)”’= —(a+Sar)’...... (D. 106) 
mit den Bedingungen | 
S(@ — P)r—=0, 04 (2a + Szce)?—=0.. . (D. 107) 
Die Gleichung (D. 96) erhält jetzt die Form 
S(z — B)(g + ax) [p — e — a(a+ Sxo)]=0 . (D. 108) 
und aus den Gleichungen (D. 106), (D. 107), (D.108) muss 
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nun co eliminirt werden, doch wird das Resultat zu verwickelt 
um hier mitgeteilt zu werden. 

Nur in einem Falle lässt sich dasselbe auf einfachere Weise 
darstellen, nämlich, wenn die beiden festen Ebenen einander 
parallel sind, sodass 6 = — x gesetzt werden kann. Die Glei- 
chung (D. 108) geht in diesem Falle über in die nachstehende 

RETTET. N GABGIEL LA (D. 109) 
während die erste der Gleichungen (D. 107) die Form erhält 
SAGE U TFENERE , ME SU SR (D. 110) 
Hiermit lassen sich nun (D.106) und die zweite der Glei- 
chungen (D. 107) vereinfachen, nämlich | 
(—)=—ar, =—Aar..... (D. 111) 
und. die Elimination ist nun ein Leichtes. Aus (D. 109), (D. 110) 
erfolgt zunächst 
e=xV.aVap—= — a(p-+ aSap), 
und die Gleichungen (D. 111) ergeben 
p? — 2Sps = 3a?, 
sodass nun der Wert von x leicht gefunden werden kann, 
und hiermit wird sodann weiter 
0? — 3a? 
eh: 
Schliesslich entsteht durch Einführung in (D. 111) 
(#* — 3a?)? + 16a’? + Sa) —=0, 
eine Gleichung vierten Grades, welche der ringförmigen En- 
veloppe angehört. 

3°. Die negativen Fusspunktsflächen einer Fläche 
in Bezug auf einen gegebenen Punkt gehören zu den Enve- 
loppen. Ist x der Punkt, 





0 


U 

die Fläche, so ıst 

S—ie)le re)... (D. 112) 
eine Ebene, welche zum Radiusvektor aus x nach dem Punkte 
o der Fläche gezogen in dem Punkte # senkrecht steht. Die 
Gleichung (D. 94) lautet jetzt 

Ve +2 — Zv—0, ote—- =, 

und durch Substitution von x — co in (D. 112) ergibt sich 
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pe — dr — nn v. 
Ist die gegebene Fläche 
Scde —b=(0, 
und wird für & der Mittelpunkt dieser Fläche gesetzt, so er- 
hält man 


2 
P—= 2% — 5 @s, 


A 


Man findet nun einerseits durch Potenzirung 


N he 
eo (228 o) | EELTRR.. (D. 114) 
und durch Substitution des Wertes von « in (D. 113) 


| 2\—1 
(2-70) (20-5) 70 
oder 
A ER! 
S[a01 — 47. +59) e=0....(D.115) 
Zwischen (D. 114), (D. 115) muss nun noch die Grösse co? eli- 
minirt werden. 
4°. Zum Schlusse wollen wir noch die Enveloppe der Fläche 
SEHDB Ta EU RE Serie (D. 116) 
suchen, wenn die Bedingungen stattfinden 
Tax = Constant, ß= ÜConst., a* = Const. 
Die veränderliche Fläche ist ein hyperbolischer Cylinder. 
Denn, wenn wir dieselbe durch eine Ebene 


See IC) U RER Hi (D#117) 


enthalten, d. h. das System der parallelen Ebenen (D. 117) 

schneidet die Fläche in parallelen Geraden, welche die Rich- 

tung des Vektors V2ß% haben. Für die Schnittebenen 
Sıp—=0, Sfp=0 

wird jedoch nur = genügen können. Es sind deshalb 

diese Ebenen die asymptotischen Ebenen des Cylinders. 
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Wir können nun auch sagen die Enveloppe eines hyperbo- 
lischen Cylinders wird gefragt, wenn die eine asymptotische 
Ebene derselben constant bleibt, die andere um einen festen 
Punkt sich dreht. 

Durch Differentiation wird erhalten 

SBrSpde =0, Sadı —=0, 
somit 
Var=0 oder Sp —=0. 

Die zweite dieser Gleichungen ergibt eine besondere Lösung, 

sodass wir nur die erste verfolgen. Aus dem System 
SL IE N) 


muss & eliminirt werden. Es ist 
b { 
RE ie somit =bUn, 


und schliesslich wird 
8 
DTeSßp = — at, oder MM — 5 "DIS 
die Gleichung der Enveloppe. Dieselbe ist vom vierten Grade, 
doch kann man leicht eine Vorstellung von der dadurch dar- 


gestellten Fläche erhalten. Denn aus der Gleichung folgt 


a*® a* sec u 
Er -V = bTBS.URT, 14 DT ' 


wenn u den Winkel zwischen den Richtungen von ß und p 
bedeutet. Nehmen wir daher in der Richtung von ß ein Seg- 
ment OB,, dessen constante Länge 


a? 


VbTB | 

beträgt und errichten wir in dem Endpunkte B, eine Ebene 
senkrecht zu OB,, so ist die Länge eines Vektors der Enve- 
loppe in der Richtung OP die mittlere Proportionale zwischen 
OB, und dem von jener Ebene auf OP bestimmten Abschnitte, 
Man sieht hieraus, dass die Enveloppe eine Umdrehungsfläche 
ist, deren Achse mit 8 zusammenfällt. In der Tat schneidet 
jede Ebene senkrecht zu 8 die Fläche in einem Kreise, wie un- 
mittelbar aus der Gleichung (D. 118) sich ergibt. 

Herr Tarır behandelt in seinem »Elementary Treatise”’ auch 
die Enveloppe der hyperbolischen Cylinder 
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SapSzßp = a? , 


wenn darin 


Ta 
angenommen wird. Das Resultat erhält sodann die Form 
e?NVRßp — — 4at, 


welches auf ähnliche Weise gedeutet werden kann; doch ist 
diese Fläche keine Umdrehungsfläche. Es wird in dieser Weise 
die Enveloppe eines hyperbolischen Cylinders gefunden, dessen 
asymptotische Ebenen sich beide um einen festen Punkt drehen, 
während dieselben zugleich fortwährend senkrecht zu einander 
bleiben. 

116. Bevor wir jetzt zu einem ganz anderen Gebiete der 
Theorie der Flächen, , nämlich zur Theorie der Polarflächen eines 
Punktes in Bezug auf eine gegebene Fläche, übergehen, wollen 
wir noch einige kurze Betrachtungen über die Indicatrix vor- 
angehen lassen. Voraus sei daran erinnert, dass im fünften 
Abschnitt der Theorie eine Form des Tayıor’schen Satzes für 
Quaternionen hergeleitet ist, nämlich 


fa + ad) =) + T afq) + +ıa Ag) H.....+ 


+94) +R.... 0.119) 


wenn bei der Differentiation EL d’g der Null gleich gesetzt 
wird. 7dg kann hierin jedoch einen beliebigen Wert haben. 
Nehmen wir an, dass die Funktion f eine ganze Funktion 
ist, deren Glieder nur Produkte und Potenzen mit ganzzahligen 
Exponenten enthalten, so ist leicht ersichtlich, dass % dabei 
unterdrückt werden kann. So ist z. B. nach obiger Formel für 


ENDEN 
at rd)=g’ rad. +7 KA un on; d>.g° +. ft (D. 120) 
Nun ist aber nach (e. Ey R 41), wenn d’y verschwindet, 
d.g?—= gdg + dg.q 
d’.g? == 2dg” 
da0° —(. 
Daher ergibt (D. 120), wenn wir % unterdrücken 
Nat adg)=g? + a(gdg + dg.g) + a’dg 
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und dieses Resultat stimmt ganz mit demjenigen überein, wel- 
ches durch Berechnung von (9 + xdg)* erhalten wird. 
Setzen wir daher im Folgenden voraus, eine gegebene Fläche 
sei derart, dass die in ihrer Gleichung 
F)=C 
auftretende Funktion den oben erwähnten Bedingungen genügt, 
so gilt, wenn n der Grad dieser Funktion ist, die Gleichung 


Fo+ ade) = Fo-+ zdPp +", BR+. „+19 dFp (D.121) 


wenn stets 





N) 
gesetzt wird. Nun ist jedoch. nach (D. 2), (D. 3) 
d.Fh = Sydp, 


somit 

d?Fp — Sdvdp = Sdpd(de) nach (D. 9), 
wo & eine selbsteonjugirte lineare Vektorfunktion ist, und es 
kann für (D. 121) daher auch geschrieben werden 


2 n 
Flo+ ad) = Fp + a8vap +Z Sdpddp +... + u dF (D.122) 


Die beiden Gleichungen (D. 121), (D.122) können bei der 
Untersuchung der Flächen vielfache Anwendung finden. Die 
erstere erweist sich für die Untersuchung der Polarflächen als 
sehr zweckmässig; in Bezug auf (D. 122) wollen wir noch Fol- 
sendes bemerken. 

117. Wenn p der Gleichung der Fläche genügt und dasselbe 
von p+ xdp gilt, so aeıb sich 


xSvdp aka  Schdde+... u er „I = =0 .(D.123) 


Wenn daher dp ee gewählt wird, ie die Gleichung 
Sydo a a a. er (D. 124) 

gültig ist, so hat die Gerade 

a—=p--adp 
zwei im Punkte x zusammenfallende Punkte mit der Fläche 
gemeinsam. Diese Gerade ist daher eine Tangente der Fläche 
im Punkte 7. Führt man 

ch =w—p 
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in (D.124) ein, so erhält man daher die Gleichung der Tan- 
gentenebene 


Sea (D. 125) 
Wenn aber dp ausserdem der Relation 
BODABE— N DEI EHE RE A (D. 126) 


Genüge leistet, so hat jene Gerade drei im Punkte p zu- 
sammenfallende Punkte mit der Ebene gemeinsam. Es ergibt 
sich sodann auch für jene Gerade 

Sa — ed — P)=I....... (D. 127) 
sodass die Fläche im Punkte 7 in drei zusammenfallenden Punkten 
geschnitten wird nur von denjenigen Geraden, welche den 
beiden Gleichungen (D. 125), (D. 127) genügen, und daher einer 
Ebene und einem Kegel zweiter Ordnung, dessen Scheitel in 
p liegt, gemeinsam sind. Wir erhalten in dieser Weise die 
beiden Inflexionstangenten der gegebenen Fläche im 
Punkte p. 

Wenn gefordert wird, die aus einem willkürlichen Punkte 
© an die Fläche gehenden Inflexionstangenten zu bestimmen, 
so hat man demnach p zu lösen aus (D. 125), (D. 127) und der 
Gleichung der Fläche. Es werden sodann n(n—1)(n—2) Werte 
von p, somit auch eine gleiche Anzahl von Inflexionstangenten 
gefunden, 

Die beiden Inflexionstangenten werden zusammenfallen, wenn 
die Ebene (D. 125) den Kegel zweiter Ordnung (D. 127) berührt. 
Dies ergibt die Bedingung 

IS VD ae VE BE NE RE NR (D. 128) 
welcher der Punkt z genügen muss. Derselbe ist sodann ein para- 
bolischer Punkt der Fläche. Die Gleichung (D. 128) mit der- 
jenigen der Fläche zusammen bestimmt den Ort der parabolischen 
Punkte der Fläche. Wenn dieselbe eine solche zweiter Ordnung ist 

Syp = b, 
so ist 
v—=2yp, dv— 2uap, 
somit ist die Funktion YW identisch mit der hier angewandten 
Funktion ®; und die Gleichung (D. 128) ergibt für die para- 
bolischen Punkte Spye—=0 d.h. der Durchschnitt der Fläche 
mit ihrem asymptotischen Kegel. 
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Bewegt man sich auf der Fläche stetig die eine der beiden 
durch jeden Punkt gehenden Inflexionstangenten entlang, so 
ist der Ort eine asymptotische Linie der Fläche, deren 
Differentialgleichung (D. 126) sein wird. 

118. Eine Ebene, welche der Tangentenebene in Punkte p 
unendlich nahe und parallel ist, hat nach Art. 35 die Gleichung 

Aa —pW—=e rer... (D. 129) 
wo e eine sehr kleine skalare Grösse ist. Die Distanz der beiden 
Ebenen ist nämlich eZv-. 

Wir wollen nun die Durchschnittspunkte der Ebene (D. 129) 
mit der Fläche ins Auge fassen. Statt » können wir sodann 
p- xdp setzen, wo x eine sehr kleine Grösse ist, während Tdp 
beliebig bleibt. Wenn wir nun nur bis unendlich kleine Grössen 
zweiter Ordnung berücksichtigen , so genügen jene Durchschnitts- 
punkte den beiden Gleichungen 

„Svdp = e, 
xSdpddpe + 2e—=0. 

Nun ist aber zde=de der unendlich kleine Vektor aus dem 
Punkte x nach einem unendlich nahen Punkte der Fläche ge- 
zogen; derselbe genügt daher den Gleichungen 

Svyde =e, Sdrddr =— 2e...... (D. 130) 
Die gesuchten Durchschnittspunkte liegen deshalb in dem 
Kegelschnitte, welcher durch die Gleichungen (D. 110) darge- 
stellt wird. Die zweite dieser Gleichungen gehört einer unend- 
lich kleinen Fläche zweiter Ordnung an, deren Mittelpunkt 
der betreffende Punkt der Fläche ist. Wir haben somit die 
Indicatrix der Fläche erhalten. 

Die Halbmesser der Fläche zweiter Ordnung sind nach Art. 
65 proportional zu Ve und die Distanz der Ebene zum Punkte 
p ist proportional zu e. Die Dimensionen der Fläche zweiter 
Ordnung sind daher sehr gross im Verhältnis zu dieser Distanz 
und es wird deshalb erlaubt sein die Indicatrix als Durchschnitt 
der beiden Gebilde | 

Sds—=0, Sdeddr = —2e ..... (D. 131) 
zu betrachten, wie stets geschieht. 

Die Achsen dieses Kegelschnittes können nach Art. 74 leicht 
bestimmt werden. Es werden sodann die Richtungen der Krüm- 
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mungslinien der Fläche im Punkte p erhalten, doch würde eine 
nähere Untersuchnng derselben für diesmal uns zu weit führen. 
Nur wollen wir noch zeigen, dass die Krümmungslinien im 
Punkte 5 die Winkel zwischen den Inflexionstangenten daselbst 
halbiren. Wenn p,, ?%, zwei Einheitsvektoren in. den Richtun- 
gen dieser Tangenten sind, so haben wir somit nur zu be- 
weisen, dass die Richtungen der Vektoren 1, + fs, A — Ps» 
welche senkrecht zu einander sind, in Bezug auf die Indicatrix 
zu einander conjugirt sind, Nun gelten für p,, p, die Glei- 
chungen | 
Sy, =0, SD, =0; Se, =0, SP =. 

Setzt man 

ı TR» =2, pp — m =2r, daher , = +r, = — Tr, 

so findet man leicht 

Scor = 0, 
wodurch die Conjugation der Richtungen v, r ausgesprochen 
ist. Daher ist der obige Satz bewiesen. 

Nehmen wir auf der Fläche einen beliebigen dem Punkte p 
unendlich nahen Punkt an, dessen Vektor wie oben p-+ xdp 
beträgt. Die Normale in diesem Punkte kann mit v+-dv be- 
zeichnet werden, oder nach dem Vorhergehenden mit 

v+ ddp. 
Die Durchschnittsgerade der Tangentenebenen in den beiden 
unendlich nahen Punkten wird daher die Richtung haben 

a I ee (D. 132) 
und es kann nun leicht gezeigt werden, dass die beiden Rich- 
tungen o, dp zu einander conjugirt sind in Bezug auf die Indi- 
catrix im Punkte p. Diese zwei Halbmesser der Indicatrix d.h. 
auch der Fläche zweiter Ordnung (D. 132) sind nämlich zu 
einander conjugirt, wenn 

Scddp = 0 
und dies ergibt sich unmittelbar aus (D. 132). 

119. Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Polarflächen 

verschiedener Ordnung einer Fläche 

= TIER (D. 133) 
über, welche den im Art. 112 angegebenen Bedingungen ge- 
nügt, 
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Es sei o ein willkürlicher Punkt P, o + xde eine dadurch 
gelegte Gerade. Bestimmen wir nun mittelst des TayLor’schen 
Satzes die Schnittpunkte derselben mit der Fläche (D. 133), so 
erhalten wir hierfür ai Gleichung 


Fo + adFe+7 er. .. 5, 3 


Bezeichnen wir x Schnittpunkte, na den n hieraus sich 
ergebenden Werten von x entsprechen, mit Q,, Q, :... Qn, SO 
ist bekanntlich ein Punkt Q der Polarebene des Punktes vo in 
Bezug auf die Fläche bestimmt durch die Relation 





-dFe=0. . (D. 134) 


1 1 1 Ne 
PO ROSE Se er 
somit, wenn man PQ=yde setzt, 
| tat ta=t-— 7 nach (D. 114). 
Ist © der Vektor von Q, so ist deshalb 
WO —n —— ee de, 
dFr 


und die Gleichung der Polarebene wird nun durch Elimination 
von de erhalten, was auf einfache Weise stattfindet durch 
Operation mit S.v. Man erhält sodann 
Sc — ow—nFfr=0....... (D. 135) 
Soll Q ein Punkt der quadratischen Polarfläche sein, so gilt 
bekanntlich die Gleichung 


1 n—1 1 nina yes 0 
rar rg rat are —* 
Mit Rücksicht auf (D. 135) wird hieraus erhalten bei dersel- 
ben Bezeichnung für den Vektor des Punktes Q 
dFfs n—1ldFs  nn—1) 
2Fr yeratltc m 2y? 
oder mit der vorher schon angewandten Schreibweise 
+ ySdeDds + a: ')ySvdr - (6) ol): 
Nun gilt jedoch die Beziehung 
yde=oa— oe, 
wodurch unmittelbar die Elimination von yde vollzogen werden 
kann. Die Gleichung der quadratischen Polarfläche ist dalıer 











Zn 
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18-996 +["- se n+( )Fr=0. (D. 136) 


126. Nun kann aber dieser Gleichung eine symbolische Ge- 
stalt erteilt werden, welche für die Polarflächen höherer Ord- 
nung wesentlichen Vorteil bietet. Wenn man nämlich durch 
den Operator d, eine Differentiation und nachherige Ersetzung der 
erhaltenen Grösse ds durch © — o ausdrückt, in gleicher Weise 
durch d,- zweimalige Differentiation bei constantem de und 
nachherige Ersetzung der Grösse ds durch (w — vo) u.s.w., so 
kann (D.136) auch in die Form gebracht werden 


Id Fo+(" 7 )dro+(5) Er, 
oder schliesslich 
a4" )a+Ö) Fe=0.... (D.137) 
In gleicher Weise findet man nun für die Bestimmung eines 
Punktes 


=co-+ yds 
der Polarfläche der nächstfolgenden Ordnung 9 Gleichung 


()r+(", 9 "ya +5 a ) yRe + 505 yPe = 0, 


worin wieder yds unmittelbar durch &—s ersetzt werden kann, 
sodass die symbolische Gleichung jener Polarfläche erhalten 
wird 


(9+(3 )&+3(", "ar +4 de |79=0. (D. 138) 


und man erkennt nun leicht — wenn in der gewöhnlichen Weise 
die Ordnungszahl der Polarflächen bestimmt wird, sodass man 
die Polarebene als die (n — 1)‘ Polare, die quadratische Polar- 
fläche als die (n — 2)'* u.s.w. betrachtet — dass im allgemeinen 
die symbolische Gleichung der A'® Polare der Fläche sein wird 


re 


+05 | r=0 So D159) 


Der Operator d, genügt einer identischen Gleichung. Setzen 
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wir nämlich in (D. 122) statt %, &, dp die Werte o, 1, — co 
ein, so erhält man 


Fo) = Fo 4 d,Fs + idF +....+ = du"Fr. (D. 140) 


121. Führen wir nun einen neuen Operator D, ein, welche 
an eine Funktion von » operirend zuerst Differentiation nach 
@ und nachher Ersetzung der Grösse d» durch « — o» bewirkt, 
so wollen wir das Resultat dieser Operation an die vorher- 
gehende Gleichung betrachten. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke irgend eine Grösse d,'Fs her- 
aus. Es ist dieselbe das Resultat der /-maligen Differentiation 
von Fo (wobei ds als eine Constante betrachtet wird) und der 
schliesslichen Ersetzung der Faktoren ds durch © — co. Der 
Vektor © kommt daher nur in diesem Ausdruck vor in dem- 
selben Masse, worin das Resultat der Differentiation dr ent- 
hielt. Eine Differentiation jener Grösse nach » wird deshalb 
auf das nämliche Resultat führen, wie wenn man d’Fs in Be- 
zug auf ds differentiirte und nachher de durch ® — o, d?s durch 
dw ersetzte. Wird sodann wieder d» durch — (w® — vo) ersetzt, 
so ist einleuchtend, dass man schliesslich durch die Operation 
D, wieder auf die Form d,'Fr, nur mit dem entgegengesetzten 
Zeichen versehen, zurück geführt wird. Weil aber d’Fs in Bezug 
auf do homogen vom Grade 2 ist (Art. 13 der Theorie), so 
wird man schliessen müssen 

DN.d,Ro——U,.Eor 0 (D. 141) 

Wenn dieses Resultat nun bei der Anwendung des Operators 

D, an die Gleichung (D. 140) beachtet wird, so ergibt sich 


D,F@)=— [dot de +44’ +... +5 GT jr] Fr (D. 142) 


Diese Gleichung, mit (D. 140) zusammengenommen, setzt uns nun 
in den Stand die Gleichung der ersten Polare einer Fläche in 
eine sehr einfache Gestalt zu bringen. Es ist dieselbe nämlich 
nach (D. 139) 


rl art 


gF Eure 5) () AT SER m Zu 0) 
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1 1 
It Hit it . + a9 |Fe 
l 
[++ 44°+....+ an Fr 
= nfF(®) + D,F(o). 
Diese Gleichung der ersten Polare 
nF(o)+D,Fo)=0........ (D. 143) 


stimmt nun aber ganz mit der Gleichung der Polarebene des 
Punktes vo überein, nur sind vo und » mit einander vertauscht. 
Nehmen wir einen Schnittpunkt der Fläche 

Fo) = 0 
mit der ersten Polare (D. 143), so genügt dessen Vektor der 
Gleichung 

D,F(w) = 0 = Svu(r — @), 

wenn mit v, die Normale im Punkte » bezeichnet wird. Der 
Punkt o ist deshalb in der Tangentenebene enthalten, welche 
im Punkte »© an die Fläche geht. Es ist daher der Satz be- 
wiesen: Die Berührungspunkte der Tangenten aus einem Punkte 
an eine Fläche gelegt, sind in der ersten Polare jenes Punktes 
in Bezug auf die Fläche enthalten. 

122. Im allgemeinen kann man nun mit Hülfe des obigen 
Operators D, beweisen, dass die /* Polare eines Punktes in 
Bezug auf die X'* Polare desselben Punktes, die (4-+-/)' Polare 
in Bezug auf die gegebene Fläche ist. Natürlich wird es zur 
Feststellung dieses bekannten Satzes genügen, wenn nur dar- 
getan wird, dass-die erste Polare in Bezug auf die Xk'* Polare 
die (£+- 1)'* Polare des Punktes in Bezug auf die ursprüngliche 
Fläche ist. 

Wenn nun A,(®)=0 die Gleichung (D. 139) der A“ Polare 
ist, so wird die erste Polare durch 

(n — k)F(@) + D,F,(@)= 0 
dargestellt. Mit Hülfe der Gleichung (D. 141) lässt die Rech- 
nung sich nun ganz leicht ausführen; bei Beachtung der be- 


kannten Identität 
k-+ ') um—kyem 
( m /) k-+l Ya) 


ergibt sich sodann unmittelbar die Gleichung der (%-+- 1)! Polare. 
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123. Die Gleichung der Hxsse’schen Fläche kann mit Hülfe 
der auseinandergesetzten Principien ohne Mühe erhalten werden 
und sie zeigt sodann eine sehr einfache Form. Es ist bekanntlich 
die einer gegebenen Fläche zugehörige Hksse’sche Fläche der 
Ort der Punkte, deren quadratische Polarflächen in Kegel überge- 
gangen sind. Wenn o ein Punkt der Hessw’schen Fläche ist, 
so muss daher die Gleichung (D. 136) einen Kegel darstellen. 
Schreibt man dieselbe in die Gestalt 
So [Pa — 200 +2(n — 1)v] + Ss$r —2(n— 1)8ve +-n(n—1)Fr =, 
und vergleicht man sie mit der allgemeinen Gleichung (Ü. 3) 
der Fläche zweiter Ordnung, so ergibt sich 

e=—0cr-+(n— 1), 

a = Sedo — 2(n — 1)Svs + n(n — 1) Fe), 
und die Bedingung (0.37), dass die Fläche zweiter Ordnung 
ein Kegel ist, ergibt nach einiger Rechnung 

(n — 1)vo=-v —nFe=0...... (D. 144) 
als Bedingungsgleichung für v, d. h. als Gleichung der Hkssr’- 
schen Fläche. Die Schnittpunkte derselben mit der gegebenen 
Fläche genügen der Gleichung 
So —=(, 

welche daher nach Art. 113 die parabolischen Punkte der Fläche 
bestimmt. | 

Der Ort der Scheitel jener Kegel zweiter Ordnung, welche 
quadratische Polarflächen der Punkte der Hesse’schen Fläche 
sind , ist die Sterner’sche Kernfläche der gegebenen Fläche. 
Auch der Weg zur Auffindung der Gleichung dieses Ortes kann 
leicht angegegeben werden. Denn der Scheitel des Kegels zweiter 
Ordnung ist nach Art. 61 bei Anwendung der allgemeinen 
Gleichung (0. 3) bestimmt durch 


= — De, 
somit erhalten wir in dem jetzigen Falle 
k=0e—(n - N)O-v.....:. (D. 145) 


und die gesuchte Gleichung wird nun erhalten, indem o zwi- 
schen (D. 144), (D. 145) eliminirt und % als veränderlicher 
Vektor der Steıner’schen Fläche betrachtet wird. 

Bei der Fläche zweiter Ordnung 
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Fr = Sp(bp + 2%) + a= 0 


ist 
dF = Sydp = S2(yp + e)dp, 
daher 
n=2(yp +), = 2yd = ddp, 
duch: 


=, M=4VT, 
somit wird die Gleichung der Hrsse’schen Fläche von der 
Ordnung Null. 

Wählen wir einen der Durchschnittspunkte der gegebenen 
Fläche mit der Hissw’schen und bezeichnen dessen Vektor 
mit c. Wenn nun die Fläche und der gewählte Punkt derart 
sind, dass durch o eine Gerade «+ zds geht, welche ganz 
in der gegebenen Fläche enthalten ist, so wird diese Gerade 
auch die Heksse’sche Fläche in dem Punkte berühren, oder 
auch die Schnittcurve der beiden Flächen. Die Bedingungen 
nämlich, unter denen die Gerade ganz in der gegebenen Fläche 
enthalten ist, sind 

Io 0 edlo —0lmwde2ho N HusWw; 

oder 

Fe —=0, Svde =0, Sdedds = 0, u.s.w.. . (D. 146) 
Nun gilt aber für den Durchschnitt der beiden Flächen die 
Gleichung 

ST (D. 147) 

Ersetzen wir hierin, um die Schnittpunkte mit der Geraden 
zu bestimmen, o durch 4 xde, so geht v über in 


ta + rt... .—v + Pd + add +... 


und wir erhalten daher zur Bestimmung von x die Gleichung 


2 2 
Sw-+- zpds + 5 d.pds +...) (O4 ade + > o-1d.dds +...) 
— Sd-lv + 2uSvde + ©’ [Sdodde + S.(D-v)dpde]) +....=0. 
Wegen der Gleichungen (D. 146), (D. 147) verschwinden aber 
die beiden ersten Glieder dieser Summe; man erhält demnach 
für © stets zwei Werte Null und hiermit ist der Satz bewiesen. 
Es fällt nicht schwer darzutun, dass die Berührung der Geraden 
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mit der Schnittcurve eine mehrfache sein muss. Wenn wir näm- 
lich die Grösse $.(®"!v)d®ds näher betrachten, so erhalten wir 
S.(Drv)dpde = S.vD!(dpde) = SvdD-(Dde) 
—= Sıydds — 0, 
und zufolge der Gleichungen (D. 146) verschwindet nun auch 
der Coeflicient von x°. Wir wollen jedoch nicht weiter hierauf 
eingehen, weil uns dies zu weit führen würde. 
124. Betrachten wir die Polarebenen eines festen Punktes 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels n!® Ordnung 
FP+af)=); 
so ergibt sich für dieselben die Gleichung 
n(Fo + xfe) + Sv(o — 0) + wSv,(® — ve) —= (0, 
wenn gesetzt wird 
dF = Sydp, df= Sv,dp. 
Jene Polarebenen enthalten daher sämtlich die Schnittgerade 
der Ebenen 
nFs + Sul» — o)—=0, nfr + S,(® — o)—=(0. 
In gleicher Weise ergibt sich, dass die Polarebenen eines 
Punktes « in Bezug auf das Bündel 
Moe ln Ve (D. 148) 
sämtlich den Durchschnittspunkt der Polarebenen jenes Punktes 
in Bezug auf die drei Grundflächen des Bündels enthalten. 
Wir wollen schliesslich noch den Ort der Pole einer festen 
Ebene in Bezug auf das Bündel (D. 148) bestimmen, Setzen 
wir zu diesem Zwecke 
dF= Sydp, dF, = Sw,dp, dF, = S.v,dp 
und für die Ebene’ 
Sail. here (D. 149) 
Wenn co der Pol derselben in Bezug auf eine willkürliche 
Fläche des Bündels ist, so muss die Gleichung (D. 149) identisch 
sein mit der nachstehenden 
n(Fr + Fe + yRr) + SW we + yr,)p— r)—=0, 
woraus sich ergibt 
va +9 
an, Anca n(Fr + Fe + yFyo) + So(v-t wu, + yv,). 
Nun ist aber 
as, v, = vv, 9,8% + v,8v,v2 + v,S.v,% 
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und in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung schliesst 
man daher 

1 8.9 -nlErtaPietyPe)+Sot-tav ty) 
S va Sva Suva S.vv,v, 
sodass der Ort des Punktes « gefunden wird, indem die Skalare 
z,y zwischen diesen Gleichungen eliminirt werden. Man erhält 

Sy, v, + (nFr — Sov)S.v v3 + (nF — Sov,)S.v,v@ + 
+ (nF,s — Sov,)S.vv,& —= 0, 
eine Fläche von der Ordnung 3(n — 1), weil die Grössen 
yv, 3%, nfo — 80V, U.S.W. 

von der Ordnung n — 1 sind. 








ALLGEMEINE THEORIE DER CURVEN. 
KRÜMMUNG. 


125. Im ersten Abschnitte der Theorie haben wir schon er- 
' örtert, dass die Gleichung 
= fa + Fl + Flur, 
wo fi, 5 Js willkürliche Funktionen des Skalars u bedeuten, 
einer Curve angehört. Gewöhnlich schreibt man statt jener 
Gleichung einfach 
DE (U) er (E. 1) 

Indessen muss bemerkt werden, dass nach dem Vorhergehenden 
eine Curve auch durch das System der Skalargleichungen 

One Ge ee (E. 2) 
bestimmt werden kann, deren jede einer Fläche angehört. 

Im ersten Falle ist, wie im Art. 25 der Theorie dargetan ist, 

ARE Ti lu)au a ee re (E. 3) 
ein Vektor in der Richtung der Tangente der Curve; du kann 
hierbei eine beliebige Grösse haben. 

Wenn insbesondere für die Variable u die Länge s des Bo- 
sens der Curve gewählt wird, von einem beliebigen Punkte der- 
selben aus gemessen, so ist im Art. 26 der Theorie gezeigt, 
dass die Gleichung stattfindet 


Setzen wir daher in diesem Falle 


SIE REN er (iin 
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so ist 
EIER A Et (E. 6) 
oder p’ ist ein Einheitsvektor in der Richtung der Tangente. 
Wird die Curve durch die Gleichungen (E. 2) dargestellt, so 
kann auch leicht ein Ausdruck für die Tangente gegeben wer- 
den. Dieselbe wird nämlich die Durchschnittsgerade der beiden 
Tangentenebenen, an die Flächen (E. 2) im betreffenden Punkte 
der Curve gelegt, sein. Bezeichnet man daher mit v,, v, die 
Normalen jener Flächen, so gilt die Beziehung 
IA Tee (E. 7) 
126. Wir wollen nun zunächst unsre Betrachtungen mit der 
Gleichung (E. 1) der Curve verfolgen. Wenn . der Vector des 
dem Werte u entsprechenden Punktes P ist, so wollen wir für 
einen anderen Punkt schreiben nach dem Tayıor’schen Satze 


2 n 
P+-Dr=flutedu)= fu) +adfW)+z EW+.-+ zT +HR: 
Diese Gleichung werden wir jedoch nur anwenden, wenn x 
unendlich klein ist. In diesem Falle kann die Reihe bei einem 
beliebigen Gliede abgebrochen und R vernachlässigt werden. 
Nun ist aber 

Alu) = Pludu= dp, 
daher können wir für die obige Gleichung schreiben 


2 
D=ad+zdr+ RR DE 5 (E. 8) 


Brechen wir diese Reihe bei dem ersten Gliede ab, so sagt 
diese Gleichung aus, dass der dem Punkte P am nächsten 
liegende Punkt Q in der Richtung dp liegt. Will man aber 
zu einem weiteren Punkte AR gelangen, so ist ausserdem eine 
Bewegung in der Richtung d’p vorgeschrieben. Die Ebene von 
drei aufeinander folgenden Punkten der Curve muss daher den 
Vektoren dp, d?p parallel sein. Demnach ist 


vll (E. 9) 
die Richtung der Binormale der Curve und 
Sla — )hdap=0...::.. +: (E. 10) 


die Gleichung der Oskulationsebene derselben im Punkte p. 
Nun kann auch unmittelbar die Richtung der Hauptnor- 
male angegeben werden, nämlich 
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dulden... (E. 11) 

Diesem Ausdruck kann noch eine einfachere Gestalt erteilt 

werden, wenn man die Gleichung (D. 13) berücksichtigt. Mit 

Unterdrückung eines Skalarcoeffiecienten können wir nämlich 

schreiben 

a A 7 N (E. 12). 

Es mögen noch hinzugefügt werden die Gleichung der 
Normalebene 


ee a N (E. 13) 
und diejenige der rektificirenden Ebene 
Sl — eo) VA) =0....... (E. 14) 


Wir wollen nun weiter untersuchen, wie diese Gleichungen 
‚sich gestalten, wenn die Grösse s als unabhängige Variable ein- 
geführt wird. Aus (E. 6) ergibt sich sodann durch Differen- 
tiation 


Sde —0, 
oder wenn wieder 
dp’ = p"ds 
geschrieben wird 
Se De. ER (E. 15) 
Die Gleichungen (E. 9), (E.11) ergeben nun 
„=, n—=—f'; 


wenn die Faktoren ds unterdrückt werden. Das rechtwinklige 
System der Tangente, Haupt- und Binormale in dem Punkte; 
wird somit einfach durch 7, p”, ep” dargestellt. 

127. Das Hauptkrümmungscentrum wird durch den Ausdruck 

k=rthn=p-+hhV.ddp ..... (E. 16) 
dargestellt werden können, wenn Ah eine skalare Grösse bedeutet, 
die wir näher bestimmen wollen. Für den Oskulationskreis gilt 
“sodann die Gleichung 
@—R’=l—R). 

Man verifieirt leicht, dass bei beliebigem Werte von A dieser - 
Kreis den Punkt a—+ xdp, wo x unendlich klein ist, enthält. 
Damit aber auch der nächstfolgende Punkt der Curve 


y* 
p+yde+ Tr 
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in dem Kreise enthalten sei, muss die Beziehung stattfinden 
2 2 
2S(p — &) (ydp +75 de) + (ydp +5 Fr —0. 


Führt man hierein den Wert von & aus (E. 16) ein und ver- 
nachlässigt man die Glieder von höherer Ordnung als der zwei- 
ten, so wird erhalten 

| de? 
ENTE 
und schliesslich wird der Ausdruck für das Hauptkrüm- 
mungscentrum 


h= 


| N ee TV.dıd’e ee ee rue (E. 17) 
und die Länge des Hauptkrümmungsradius ist 
Tdp? 
R, = T(a& = p) — TVapd’o ler ee, 6 ehe (E. 18) 
Bei Benutzung von s statt u erhalten wir 
1 
Rr=P ET I LE Re (E. 19) 
und N 
R, == 7 Wien emeirerLehe, onen 8 (E. 20) 
123. Die Gleichung der Tangente im Punkte > ist 
Wal da Üurrer naer, (E. 21) 


Dieselbe ist eine Funktion von u. Wenn man nun zwischen 
dieser Gleichung und derjenigen der gegebenen Curve u elimi- 
nirt, so erhält man die Gleichung der abwickelbaren Fläche, 
deren Rückkehrkante die doppelt gekrümmte Curve ist. 

Es ist weiter leicht die Gleichung der erzeugenden Ebene die- 
ser Fläche hinzuschreiben , weil dieselbe zwei aufeinander folgende 
Tangenten der Rückkehrkante enthält. Somit fällt diese Ebene 
mit der Oskulationsebene der Curve zusammen und hat die Glei- 
chung (E. 10) oder 

SER ENTE 2 0. (E. 22) 

Wenn wir im allgemeinen die Gleichung zweier aufeinander 

folgenden Tangenten hinschreiben 
Vo -)h=0,. 


2 2 
Mar ah +.) tz +), 


13 
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wobei x eine unendlich kleine constante Skalargrösse bedeutet, 
so kann nach Art. 42 leicht die kürzeste Entfernung dieser 
Geraden bestimmt werden, Man findet sodann nach (B. 53) 


x? —1 x? x? 
= Va; (2034 5 et.) s(7 do lade > d+..) 
oder bei Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnung 
x°S.dpd?od’p > 
Ta ee (E. 23) 
Diese kürzeste Entfernung ist daher ein unendlich kleiner 
Vektor dritter Ordnungsgrösse in der Richtung der Binormale 
der Curve. Demnach pflegt man zu sagen, dass zwei aufeinder fol- 
gende Tangenten der doppeltgekrümmten Öurve sich schneiden. 
129. Wenn eine Gerade sich stetig bewegt, so kann die 
Gleichung derselben in der Form 
Vle— fu)ku NV sRe (E. 24) 
gedacht werden. Es stellt diese Gleichuug daher auch eine 
Regelfläche dar. Setzt man 
We, fW)=tr; 


Vo — r)r=0 

die erzeugende Gerade der Regelfläche. Die nächstfolgende Er- 
zeugende kann durch 

Vo — so — ade) (r 4 xdr) = 
dargestellt werden und die Bedingung, welche erfüllt sein muss, 
damit diese Geraden in einer Ebene enthalten seien, ist nach (B. 50) 

Srdedr—=0. oder: Sf ff, —I:. u... (E. 25) 
Unter dieser Bedingung stellt daher die Gleichung (E. 24) 
eine abwickelbare Fläche dar. Es ist augenscheinlich , dass diese 
Relation erfüllt wird, wenn die Funktion /, der Derivirten der 
Funktion / gleich kommt. Demnach wird stets die Gleichung 

Ve — fufuw=0 odrp=f-+tyf .... (E. 26) 

einer abwickelbaren Fläche angehören. Diese Gleichung ent- 
spricht dem Falle, wo 


so ı1st 


= fu 
die Rückkehrkante der entwickelbaren Fläche darstellt und fu 
ist sodann die Tangente in jedem Punkte dieser Curve. Offenbar 
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kann daher stets die Gleichung der developpablen Fläche in 
die Form (E, 25) gebracht werden. 

Wenn die Gleichung (E. 25) erfüllt wird, so kann die erzeu- 
gende Ebene der developpablen Fläche leicht angegeben werden. 
Zu diesem Zwecke schreiben wir die Gleichung der Geraden 
(E. 24) in die Form 

Os a U nee Brent ae (E. 27) 

p erscheint nun als Funktion der beiden Skalare y, u. Nach 

Art. 104 kann nun aber leicht ein Ausdruck für die Normale 

in einem Punkte der durch (E. 27) dargestellten Fläche gefunden 
werden, nämlich 

yzevadpee ne ryn been. (E. 28) 

und die Gleichung der Tangentenebene in dem Punkte p der 
Fläche ist daher 

S@- hf +0. 

Ist die Fläche abwickelbar, sodass (E. 25) erfüllt ist, so stellt 
diese Gleichung die erzeugende Ebene derselben dar. Weil in 
diesem Falle die Vektoren /,,f, f, complanar sind, so ist 

Vrp=2Vh 
wo z skalar ist. Nach (E.28) wird daher die Richtung der 
Normale von y unabhängig, eine bekannte Eigenschaft der 
developpablen Fläche, und die Gleichung der erzeugenden Ebene 
ist daher 
he 

Für den Schnittpunkt zweier aufeinander folgenden erzeu- 
genden Geraden, d. h. für einen Punkt der Rückkehrkante 
findet man nach Art. 40 leicht 

N Fi vu +7) hf, SR Sf 
fi 
_ ASIA HN 
Vf 

Wenn die Regelfläche nicht abwickelbar ist, so kann nach 
der kürzesten Entfernung zweier aufeinander folgenden Erzeu- 
genden gefragt werden. Schreiben wir für dieselben 

pP=r/t u 
pe=ftafdur elf, + afı du) 


wo x unendlich klein ist, so ergibt (B.53) für die kürzeste 
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Entfernung mit Weglassung der Glieder höherer Ordnung 
Sf 
— adu 
Vf. 
und der Fusspunkt derselben auf der ersten Erzeugenden ist 
DE 
02 + S——. 
9 Fi Ke 
Der Ort dieses Punktes heisst bekanntlich die Striktions- 
linie der Regelfläche. Dieselbe wird daher einfach durch 
= flu) 


dargestellt, wenn die Funktion /, der Bedingung 


Sf, Vff, = 0, 
I a re Shi —0 


unterworfen wird. Setzt man nun voraus 

Tf, =, daher Sf, fi =; 
wodurch die Richtung des Vektors /, noch ganz beliebig bleibt, 
so Ist 


oder 


p=f-+ yf, wit der Bedingung S/'f, = 0 
eine beliebige Regelfläche, deren Strietionslinie 
P= (u) 
ist. 

130. Wir können diese Betrachtungen nicht weiter fortführen 
doch mag es noch einiges Interesse bieten die Differential- 
gleichung der abwickelbaren Regelflächen aufzu- 
stellen. Hamıtron gibt dieselbe in der Form 

Vydı =, 
wenn dp längs der erzeugenden Geraden genommen wird. Die 
Form dieser Gleichung ist daher nicht eine allgemeine; man 
könnte derselben die Gestalt 

TR U en u ee (E. 29) 
erteilen, wo mit d,v die Änderung des Vektors v bezeichnet wird, 
wenn u constant bleibt und nur y sich ändert. Indessen kann 
dieselbe leicht verallgemeinert werden. Es ist nämlich der Glei- 
chung (E.28) zufolge, wenn (E. 26) die abwickelbare Fläche 
darstellt 

UVERUVT Ser NR REIERRE (E. 30) 
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Hieraus folgt 

dulv; 
und bei Anwendung der Gleichung (e. 23) entsteht sodann (E. 29). 
Nun ist jedoch nach (D. 9) 

d,v = Pd,p, 
und die Gleichung der Fläche ergibt 

d,r = f'dy, daher d,v—= Qf'.dy, 
sodass nun die Gleichung (E. 29) übergeht in 
Vvoaf=0 ode f =D. 

Wenn man nun an dieser Gleichung mit S.v operirt, so entsteht 
mit Rücksicht auf (E. 30) | 

DVD a a a (E. 31) 
und dies ist die gesuchte partielle Differentialgleichung. Dieselbe 
drückt nach Art, 113 aus, dass alle Punkte einer abwickel- 
baren Fläche parabolische Punkte sind. 

131. Die Oskulationsebene im Punkte p einer Curve ändert 
natürlich beim Weiterschreiten längs der Curve seine Lage. 
Man kann nun fragen, in welchen Punkten der Curve die 
Öskulationsebene stationär ist. Dasselbe muss sodann auch von 
der Richtung der Binormale gelten, d.h. es muss die Gleichung 
stattfinden 

AU Vaprd’r = 0. 
Nach (e. 24) ergibt dies aber 

v Velapa’ı) _ 

77 
oder 
V.(Vapd’r) (Vapd’r) = 0, 

und schliesslich 

LTE LO UNE a ER (E. 32) 
Aus dieser Gleichung findet man eine bestimmte Anzahl 
Werte für die Variable «, sodass jede Curve im allgemeinen 
eine bestimmte Anzahl stationärer Oskulationsebenen aufweist. 

Findet die Beziehung (E. 32) für jeden Wert von u statt, 
so ist die Curve eine ebene. | 

132. Wir hätten noch einen anderen Weg als den im Art. 
123 gefolgten wählen können um die Grösse der Hauptkrüm- 
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mung der Curve zu finden. Weil derselbe uns auch zur Torsion 
führen kann, so wollen wir ihn hier erörtern. 

Die Richtung der Tangente im Punkte p ist dp, diejenige der 
nächstfolgenden ist dp xd?r. Demnach und nach (c. 33) ist 
die Grösse des Contingenzwinkels bestimmt durch 

a T Vdp(dp + zd?r) 230 TVdpd?p 
| Tap? Sr Tap? 
und weil z7dp die Länge der entsprechenden Sehne der Curve 
ist, so ist der Hauptkrümmungsradius 
r,— 1% _ I 
MEN GERTEIN 

Auch hätten wir noch einfacher für jenen Contingenzwinkel 

unmittelbar den Ausdruck 

e = «Ta( Ude) 
hinschreiben können und die Formel (D.13) ergibt sodann 
unmittelbar 





2 V; 2 

ru ga rei of elle & 

in Übereinstimmung mit der vorhergehenden Formel. 
In derselben Weise finden wir für den unendlich kleinen 

Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Binormalen der 

Curve 





(E. 38) 


6, = 2 TAU Vdod’ 
3 


2 nach (e. 24), 





oder schliesslich 
TapS.dpd?pd?p 
SB ZLEH ED ES 
und hieraus erhalten wir sodann weiter für den Torsionsradius 
| pn, — dp __, N V.dod’p 
te, BE pa "nat 
Durch die Verknüpfung der Gleichungen (E. 23), (E. 33), 
(E. 35) kann nun eine sehr einfache Formel gefunden werden 
für die Grösse der kürzesten Entfernung zweier aufeinander 
folgenden Tangenten der Curve. Bezeichnet man dieselbe näm- 
‚lich mit !, and mit ds die Länge des Curvenbogens, d.h. 
die Grösse «Tdp, so ergibt sich 


= 





Aus (E.35) ersicht man weiter unmittelbar, dass der Tor- 
sionsradius unendlich gross, somit die Torsion der Curve in 
dem betreffenden Punkte Null ist, wenn die Gleichung (E. 32) 
stattfindet. 

Schliesslich bleibt noch die Untersuchung der dftien Krüm- 
mung der Curve übrig, welche durch die Änderung der Rich- 
tung der Hauptnormale entsteht. Man findet zunächst für den 
zugehörigen Krümmungswinkel 

e, = «TaU(dp Vapd?p) 
Nun ist jedoch 
d( Ude U Vapd?r) = d( Udp) U Vapd?p + Udpd( U Vapd?r) 
TVdpd? TapSdpd’pd? 
= U ER PL U Vapd’p Va = e 


__d : 
ee UVdpd’o 





It 
und hieraus ergibt sich sodann weiter 


2) 
) es 
=aN(G + Uvadı 7 


RE a el hr 
x" Tdp (% A} En 2) 


Der dritte Krümmungsradius ist daher bestimmt durch 
1 Bir 
Beatmr 
und diese Gleichung enthält den bekannten Lancret’schen 
Satz. 

Wir haben im Vorhergehenden nur Rücksicht genommen 
auf die Länge der Änderung der Einheitsvektoren des jedem 
Punkte zugehörigen rechtwinkligen Systems. Es ist jedoch zu 
bemerken , dass die Berücksichtigung der Richtung jener Ände- 
rung nicht weniger lehrsam ist. Betrachten wir zum Beispiel 
die Änderung - 

Vard?r. de 

Ber 
so ist dieselbe offenbar der Hauptnormale der Curve parallel. 


zd Ude = & ach (D. 13), 
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Man kann daher sich denken, dass die Tangente in die nächst- 
folgende übergehe durch eine Drehung un die Binormale. 
133. Die vorhergehenden Formeln mögen nun in einem 
speciellen Falle angewandt werden, nämlich bei der Schrau- 
benlinie, welche auch von Hamıtton mehrfach untersucht 
worden ist. | 
Ist x ein Einheitsvektor in der Richtung der Achse derselben 
und ß ein willkürlicher Vektor senkrecht zu &, sodass die 
Gleichung gilt 
SaB—; 
so kann diese Gleichung der Schraubenlinie in die Form ge- 
geben werden 
En a GUEST (E. 38) 
Diese Gleichung drückt nämlich die fundamentale Eigenschaft 
der Curve aus, dass dieselbe entsteht, wenn man einen Vek- 
tor um einen. zu ihm senkrechten Vektor einen beliebigen 
Winkel drehen lässt und sodann in der Richtung des zweiten 
Vektors ein Segment abträgt, dessen Länge jenem Winkel pro- 
portional ist. Aus jener Gleichung findet man leicht 


od (3 aa Ce a2) du nach (e. 17*) 


Hieraus folgt zunächst 


2 | 
Ndp -(7 Nß-+ ) du? 
sodass 7dp proportional zu du ist. Weiter erhält man 
S.adp = — adu, 
somit ist S.2Udp constant. Die Tangente der SrkranbenimB 
bildet daher mit der Achse derselben einen constanten Winkel. 
Die Gleichung der Tangente ist 


o=e+y(ge Et ae) 
Bestimmt man den Schnittpunkt derselben mit der Ebene 
DV; 
so erhält man y=—- u, daher 


(1 — ua) dar AN CNN Leer (E. 39) 


Diese Gleichung ist diejenige des Ortes, welchen der Schnitt- 
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punkt der Tangente mit der festen Ebene beschreibt. Derselbe 
ist eine transcendente Curve, der wir nachher nochmals begeg- 
nen werden. 

Bestimmen wir weiter d?’,. Es entsteht dadurch 


n 
dp = — — a"ßdu?, 
4 
und weiter 
#° " 
Vhdp= — 4 du? Va (2 a u «) aß 
m: 


du? £ B’& + a2) 


uno: 
a #* 
TVapdy— 7 du: TB a NB-+-a2. 
Hieraus findet man sodann 
| TB 
S.e U Vaed'p = — F ———————— 
Vr’Nß-- 4a? 
Die Oskulationsebene der Schraubenlinie bildet daher mit der 
Achse einen constanten Winkel. Nach (E. 18) ist weiter 
Be a’Nß + 4a? 
TR, 
sodass auch der Hauptkrümmungsradius in jedem Punkte der 
Curve denselben Wert hat. 
Berechnen wir, um die Torsion zu finden, das dritte Diffe- 
rential von p 


— constant. 





7° 
dr = — a artißdu°. 
Nun ist 
Ye keh = 2 7,,6 
Sdpd?od?p 35 aß”du®, 
daher 
an 2 m” 2 
oder in Worten: die Torsion der Schraubenlinie ist in jedem 
ihrer Punkte constant. 


Die entwickelbare Fläche der Tangenten der Curve hat die 
Gleichung 
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a—=a"ß- au + y (3 art! ae), 
Hieraus erfolgen die Skalargleichungen 


8.20 = — alu ty), 


2 = 0 SBlReF 
S.BT—Io = c0su> — 2 ysinu 


BE 
ee P 
Saß ta sinus + 5Yc0sun, 


zwischen denen vu und y leicht eliminirt werden können. 

Wir wollen nur den Ort des Fusspunktes des Perpendikels 
bestimmen aus dem Ursprung der Vektoren auf die Oskulations- 
ebenen der Curve gefällt. Die Gleichung einer dieser Ebenen ist 


Sw & B?x + au) — — 5 auß”, 

und der Vektor eines Punktes des Ortes ist daher nach (B. 32) 
a 

Dr 5 auß? (2 Bat a2) NR (RO) 


Multiplieirt mau diese Gleichung mit 
5 B’z + an" t!ß 
und operirt nach einander mit $8.8, Sz@, so wird erhalten 
= Sraß + a cosu 5 Sar — 0, 
- 
2 
und die Elimination von u ergibt nun 
4a’S’oa -— a’(Soß + S’raß) —= 0, 
sodass der gesuchte Ort eine Curve auf einem Kegel zweiter 
Ordnung ist, und zwar berührt dieser Kegel die beiden Ebenen 
2aSr@ + arScß — 0 


in ihren Durchschnitten mit der Ebene 


Scaß — 0, 


Sea — asin u 5 Sar — 0, 


und ebenso die Ebenen 
aSca& = amScaß = 0 
in ihren Durchschnitten mit 
Scß —(. 
Der Scheitel des Kegels liegt in dem Ursprung der Vektoren 
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und man findet mit Hülfe von (C. 52) leicht, dass die Fläche ein 
Rotationskegel ist, dessen Achse mit derjenigen der Schrauben- 
linie zusammenfällt. In der Tat schneidet eine Ebene 
| Ste (; 
den Kegel in dem auf der Kugel 
2 
e— (? e- 97? — ı) 
7 
enthaltenen Kreise. ; 
134. Umgekehrt, wenn gefordert wird die Curve zu be- 
stimmen, deren Krümmung und Torsion in allen Punkten 


dieselbe ist, so kommt dieses Problem hinaus auf die Integra- 
tion der Gleichungen 


IE NVapd’p 
TVardıı - ’ Scdrdy 
Nun ist jedoch 
Sded’rd’r (Vapd’r)dp 
2 = m DM 5 
A ze RE 
FR 1 dp ,; 
eat 
C 
sodass eine Integration ergibt 
UVapd’r — G Maps un (E. 41) 


C 
wo & einen constanten Vektor bedeutet. Indem man diese 
Gleichung mit zwei potenzirt, entsteht die Bedingungsgleichung 

2 
1 ea Sala Pre (AD) 
1 G, 
Aus (E. 41) ergibt sich aber weiter 
Vapd’r Top „dp C 


Ta TV a re 
oder nach (D. 13) 
CdaUdı = — & ao ade. or (E. 43) 
und durch Operation mit S 
I. Udp = Be eh (E. 44) 


C 
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sodass nun aus (E. 42) weiter folgt 
TE RE BERNIER 
IR a ORTS (E. 45) 
1 


Durch die Gleichung (E. 44) wird schon die Eigenschaft der 
Curve ausgesprochen, dass die Tangente einen constanten Win- 
kel mit einer festen Achse bildet. 

Andrerseits folgt aus (E. 43) durch Anwendung des Symbols V 

CdaUdp = Vadp, 
eine Gleichung, welche durch Integration ergibt 
WÜRD (E. 46) 
wo ß ein neuer constanter Vektor ist. In Verbindung mit 
(E. 44) erhält man sodann leicht 


und durch Quadrirung von (HE. 46) entsteht 
(Var+ = — CO’ 


oder 

P?N& + Sap — 2Saßp = — 0? — PR}. 
Dies ist die Gleichung eines Rotationscylinders, ‘dessen Achse 
parallel zu & ist. Denn schneidet man die Fläche durch eine 
Ebene 

Sap = constant, 

so ist der Durchschnitt ein Kreis, und ausserdem genügt der 
Gleichung der Wert p—+ x2, wenn dasselbe von p allein gilt, 
unabhängig von dem Werte von x. Die sämtlichen Kreisdurch- 
schnitte liegen auf Kugeln um den Punkt — Vx-!8 als Mittel- 
punkt beschrieben. 

Aus dem Schlusse, den wir schon aus der Gleichung (E. 44) 
gezogen haben, erhellt nun unmittelbar, dass die gesuchte Öurve 
die Sehranbenlime sein muss. 

Verlegen wir den Ursprung der Vektoren nach dem Mittel- 
punkte der soeben erwähnten Kugeln, so geht die Gleichung 
(E. 46) über in 

2 
CUh= Vap — « a 5 


oder kürzer 
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CUhp= Vap bei ou wende (E. 48) 
wo 
RE 
b= TER ET (E. 49) 


Behufs weiterer Integration setzen wir 
p=a%, +yP- 27; 
wo ©%,= Ua und %,, ß, y ein rechtwinkliges System bilden. 
2, y, 2 sind Funktionen einer Skalargrösse u. Die Gleichung 
(E. 42) ergibt sodann 
Dede I-- n T(&,de + Bdy + yde), 
und hierein kann noch | 
T(a,de + Bdy + ydz) = V da? + dy? + dz? 
eingeführt werden, wodurch man die Bedingungsgleichung 
erhält 


C 
2 2 a » 
vb®+y r.7’=7, N atuere (E. 50) 
Die Integralgleichungen lauten sodann 
P+2=4, 
y=+4sin(B E= hy 2=F4AusB 2) 
Aus (E. 50) ergibt sich noch 
IL 
ACHTEN 


und die Gleichung der Curve ist schliesslich 
p=a4,&4A [@ sin B—y.cosB) cos 5 — (ßcos B+y sin ß) sin, | 
Führt man nun noch die Bezeichnung ein 
+A(ßsinB— ycosB)=ß,; 
so ist 


+ 4A(ßcosB-+ysin B) = a,ß, 


und 


+2 
p=2, + (eos z — &, sin 2) ß, 
22 


br 
= 4% "Por 
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eine Gleichung von der Form der für die Schraubenlinie an- 
gegebenen. 

135. Bekanntlich stellt 

p=a-+ Bu 
eine Gerade dar. Wenn wir für p eine quadratische Funktion 
von u nehmen 
p=a+tßutzyu, 
so erhellt unmittelbar, dass diese Curve in der Ebene 
Sp — @)By — 0 
enthalten ist. Dasselbe gilt natürlich allgemein von der Curve 
Pat hl) + TA). 
Die Gleichung | 
© + But yu? 
ni + bu-+ cu?’ 
wo a, ß, y beliebige Vektoren, a, b, c Skalare bedeuten , 
stellt ebenfalls eine ebene Curve dar, und zwar eine solche 
zweiter Ordnung, weil dieselbe von einer willkürlichen Ebene 
in zwei Punkten geschnitten wird. Die Ebene jener Curve ist, 
wie man leicht findet, 
Sp(aßy + bya + caß) = Saßy. 

Specieller werden eine Parabel und eine Hyperbel durch 

die Gleichungen 


ß 
p= au Bu}, p=au-t 


dargestellt und mit Hülfe dieser Formen können die bekannten 
Eigenschaften dieser Curven leicht bewiesen werden. 
Eine Raumeurve dritter Ordnung wird durch 
x + Bu yu? du? 
PT atbutcen du 
dargestellt und eine der einfachsten derselben ist in 
P= aut tßu + iyu 
enthalten, Durch Operation mit S.ßy , S.y2, S.2ß erhält man 
Gleichungen zwischen denen u zweimal eliminirt werden kann. 
In dieser Weise kann man zeigen, dass jene. Curve der Durch- 
schnitt der Flächen zweiter Ordnung 
Spßy — 2Spya Say — 0 
Spßy Spya — Spaß Saßy — 0 
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ist. Die erste derselben ist ein parabolischer Cylinder, dessen 
Erzeugende parallel zu x sind, die-zweite ein parabolisches 
Hyperboloid. 

136. Wenn wir nun wieder zu den allgemeinen Betrachtun- 
gen übergehen, so können wir noch die Regelflächen in Be- 
tracht ziehen, welche von den Haupt- und Binormalen be- 
schrieben werden. Dieselben werden durch die Geraden 

= p+ ydpVapd’p 
a=p+yVapd’p 
erzeugt und die Skalargleichungen dieser Flächen werden daher 
erhalten durch die Elimination von u zwischen den Gleichungen 
S(® — pP) —=0, S(w — ddr =, 
und zwischen den andern 
Sa — eo) —=0, So — e)dr —= 0. 

Zwei aufeinander folgende Binormalen einer doppelt ge- 
krümmten Curve schneiden sich im allgemeinen nicht. Die 
Geraden 

pt yVdpd’p, 

p+ de + y(l-+ xd) Vapd?r 

nämlich können sich nach dem im Art. 40 angegebenen Kri- 
terium nur schneiden, wie nach einer kleinen Rechnung er- 
halten wird, wenn 

S.ded?pd’p = 0, 
somit, wenn die Curve eine ebene ist, oder ein besonderer 
Punkt der Curve in Betracht gezogen wird. 

Wenn wir auf jede Tangente ein Segment von dem Be- 
rührungspunkte aus abtragen, dessen Länge derjenigen des von 
einem festen Punkte aus gemessenen Bogens der Curve gleich 
ist, so können wir, indem wir zugleich s als unabhängige 
Variable wählen, die Gleichung dieser Evolvente in die Form 
schreiben 

| EN Dr le tern ee (E. 51) 

Bezeichnen wir mit 3» die Änderung von «, wenn wir zu 
dem nächstfolgenden Punkte der Evolvente übergehen, welche 
einer Änderung %s auf der gegebenen Curve entspricht, so ist 

a — — sp" ds. 
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Die Tangente der Evolvente ist daher der Hauptnormale der 
gegebenen Curve parallel. 

137. Wir wollen nun noch die Gleichung der Schmie- 
gungskugel in einem Punkte der Curve herleiten. Weil das 
Hauptkrüämmungscentrum durch (E. 17) oder 

dp? 
ie Vapd’p 
bestimmt ist, andrerseits aber der Vektor Vdpd?p senkrecht zur 
Oskulationsebene der Curve ist, so wird im allgemeinen die Kugel 


Hape Vdod?o\: — ont Vdod? : 
(o ar Vard’r yVapd?r) — (Va; yrap ) 
für jeden beliebigen Wert von y drei aufeinander folgende Punkte 
der Curve enthalten, wie man leicht für die Punkte 


x? 
pr pt ade, Pte +5 dr 


verificirt. Damit jedoch auch ein vierter Punkt 


en 2. 
P+2 +5 + 
in derselben enthalten sei, muss die Gleichung stattfinden 
dpd’p 
REP el a ) 
ySdpd’pd’p = 3Sdpd’p — dp?S ur (E. 52) 


Mit diesem Werte von y ist nun der Mittelpunkt der Schmie- 
gungskugel bestimmt durch die Gleichung 


d’o : 
a BERNER Sl eff Fattte (E. 53) 


133. Durchführen wollen wir einige in dem Vorhergehenden 
angegebenen Rechnungen wieder bei der Schraubenlinie. Aus 
der Formel für 7dp findet man leicht für die Länge des Bogens 
der Curve von dem Punkte aus gemessen, welcher dem Werte 


uw=( entspricht 
ww: 
Eu GE INO=0,, 


sodass die Gleichung jener Evolvente ist 


o—= aß + aus — (2 Ana Ca az) 


= (i u ua) aß. 
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Diese ‘Gleichung stimmt aber mit (E. 39) völlig überein, 
woraus der Satz entspringt: Das Segment auf der Tangente 
zwischen dem Berührungspunkte und einer beliebigen Ebene 
senkrecht zur Achse der Curve ist der Länge des zwischen 
eben denselben Grenzen liegenden Bogens gleich. Und hieraus 
folgt sodann wieder, dass die Gleichung (E. 39) diejenige der 
Evolvente des Kreises sein muss. 

Die Gleichung (E. 52) ergibt bei der Schraubenlinie für y den 
Wert Null. Das Centrum der Schmiegungskugel fällt demnach 
mit dem Hauptkrümmungscentrum zusammen und der Vektor 
dieses Punktes ist 


da? 
= uU& + var) er 


Der Ort des Krümmungscentrums einer Schraubenlinie ist daher 
eine andere Schraubenlinie mit derselben Achse. 

139. Die Gleichung der Schmiegungskugel hätten wir noch 
in einer ganz anderen Weise erhalten können. Setzen wir für 
dieselbe nämlich 

(e — 2)’ =(p — 1,)’ 
so ergibt die Bedingung, diese Fläche enthalte den nächstfol- 
genden Punkt p-+ wdp, dass das Resultat der Operation »d an 
jener Gleichung verschwinden muss. Daher 
SO). er (E. 54) 
Damit auch ein dritter Punkt der Curve auf der Kugelfläche 
liege, muss das Resultat der nochmaligen Anwendung von xd 
ebenfalls verschwinden 


SC — u) +d?=0....... (E. 55) 
und schliesslich entsteht für den vierten Punkt die Bedingung 
Sc — R,)dp + 3Shdr—=0...... (E. 56) 


Aus (E.43), (E.55), (E. 56), kann nun 2, bestimmt werden. 
Ebenso hätten wir den Hauptkrümmungsmittelpunkt auch 
aus den Gleichungen (E. 54), (E. 55) zusammen mit derjenigen 
der Oskulationsebene 
S(p — a,)dpd’p = 0 
bestimmen können. 
14 
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140. Wir wollen nun die Krümmung von Curven auf 
Flächen näher untersuchen; es wird sich dabei herausstellen , 
dass mit Hülfe des Quaternionenkalküls die bekannten Sätze 


mit Leichtigkeit sich ergeben. 
Schneiden wir eine Fläche 


durch eine willkürliche Ebene 
Sap-=a: 


Wenn nun dp, d’p.... auf die Änderungen des Vektors eines 
Punktes der Durchschnittscurve sich beziehen, so gelten zu- 


nächst die Gleichungen 
Sh=0, Sadh=0, 














daher 
Des VA (E. 57) 
Hieraus folgt sodann aber weiter 
dUde dUVav 
U UVav 
und nach (e. 24) 
d’p Vadv 
ER il Vav 
Nach einigen Transformationen wird hieraus 
Vapd?p Savdv 
Tapalıı sit *“ NVav 
= —ı zen 2 nach (D. 9). 


Schliesslich folgt sodann ; 
TVapaı __ , S8.Udpp Udp 











Tdp? —ı DVvUe 
oder nach (E. 18) 
TV vUa 
R, DE Er 5.040 0% elkekeiel ee: eo . (E. 98) 


wenn Z, der Hauptkrämmungsradius des ebenen Durchschnittes 
der Fläche ist. Das Vorzeichen muss so gewählt werden, dass 
R, positiv ist. 

Die Formel (E.58) enthält sämtliche bekannte Sätze über 
die Krümmung ebener Schnitte von Flächen. 

Zieht man nur Schnitte in Betracht, welche einen beliebigen 


2ll 


aber festen Punkt 5 der Fläche enthalten, so ist v in obiger 
Formel constant. Der Krümmungsradius erscheint daher noch 
abhängig von & und Ud,. Hält man zunächst den Wert von 
Udp fest, d.h. lässt man die Ebene um eine Tangente, durch 
den Punkt p an die Fläche gelegt, drehen, so ändert sich 
R, nur noch mit der Richtung des Lotes x zur Ebene. Für einen 





normalen Schnitt der Fläche — welcher die Normale 
v enthält — ist x senkrecht zu v, daher wird in diesem Falle 
TVvUa — Tv 
und 
Tv 
(har un hr ae Ar 
R; =E TU EN Fa (E. 59) 
Weiter ist 
RE 7 
Tv 
oder 
R—Reeinl -......00-- (E. 60) 


der bekannte Merusnier’sche Satz. 

Wenn wir nun zweitens Udp sich drehen lassen, & jedöch 
constant erhalten, so zeigt die Gleichung (E. 58) in Verbindung 
mit der Formel (C.42) für die Länge eines Halbmessers einer 
Fläche zweiter Ordnung, dass, wenn um den Punkt > der Fläche 
als Mittelpunkt eine Fläche zweiter Ordnung construirt wird, 
deren Gleichung 

SaQ0 = TVvUz ........ (E. 61) 
ist, das Quadrat der Länge des Halbmessers dieser Fläche in 
der Richtung der Tangente Udp der gegebenen Fläche gezogen, 
der Länge des Krümmungsradius des ebenen Schnittes gleich 
kommt, welcher in dem betreffenden Punkte durch die Rich- 
tung Udp senkrecht zu x gelegt wird. 

Demnach kommt die Untersuchung der Änderung der Krüm- 
mung bei Änderung der Tangente dp auf die Untersuchung der 
Änderung des Halbmessers eines ebenen Kegelschnittes zurück. 

141. Wir wollen nun im Weiteren nur die Krümmung der 
normalen Schnitte der Fläche im Betracht ziehen. Die Fläche 
zweiter Ordnung (E. 61) geht sodann in 
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LO er (E. 62) 
über, und wir haben nun die Anderungen der in der Ebene 
Sven On. :5.,0 0002 00 (E. 63) 


enthaltenen Halbmesser jener Fläche zu betrachten. Vergleichen 
wir diese Gleichungen mit den Relationen (D. 111), welche die 
Indicatrix der Fläche in dem betrachteten Punkte bestimmten , 
so erhellt hieraus, dass der Kegelschnitt (E. 62), (E. 63) der 
Indieatrix ähnlich und mit derselben concentrisch und coaxial 
ist. Über die relativen Verhältnisse der Krümmung normaler 
Schnitte wird daher die Betrachtung der Halbmesser der Indi- 
catrix ebenso gut Aufschluss geben können. 

Nun haben wir aber schon im Art. 74 gezeigt, dass diese 
Halbmesser im allgemeinen zwei Maximum- und Minimumwerte 
zeigen, den Achsen des Durchschnittes entsprechend und wir 
haben daselbst erörtert, wie die Richtungen und Grössen der- 
selben sich bestimmen lassen. 

Wir erhalten daher den Satz: Die Krümmung der normalen 
Schnitte der Fläche erreicht in zwei unter sich rechtwinkligen 
Ebenen einen Maximum- oder Minimumwert. Diese Ebenen, 
welche die Achsen der Indicatrix der Fläche in dem betreffenden 
Punkte enthalten, werden bekanntlich die Hauptschnitte 
genannt. 

Dass die Achsen der Indicatrix die Winkel zwischen den 
- Inflexionstangenten halbiren, ist schon im Art. 114 dargetan; 
dasselbe gilt daher von den Hauptschnitten der Fläche. 

Die Länge der Krümmungsradien der Hauptschnitte ist nach 
Art. 74 unmittelbar der Gleichung 


zu entnehmen, während die Richtungen derselben sodann weiter 
durch 


bestimmt werden. 
Die Gleichung (E. 64) kann in die nachstehende Form ge- 
schrieben werden 
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Tv* 

2% 
wo 2, x, die gewöhnliche Bedeutung für die Funktion ® haben. 
Dieser Gleichung ist der Wert des Produktes der reeiproken 
Werte der Hauptkrümmungsradien der Fläche zu entnehmen. 
Bezeichnen wir dieselben mit R,, R,, so gilt demnach 


— = (29° — Svov) — aSvQO=-w—=0... (E. 66) 





In Verbindung mit einem nachher mitzuteilenden Resultate 
enthält diese Gleichung einen bekannten Satz von GAuss. 
Bezeichnen wir weiter mit R den Krümmungsradius eines 
beliebigen normalen Schnittes, so gelten die Beziehungen 
Tv Ty Tv 
Rear EEE en Sa Bar) 
wenn &,, &,, & Einheitsvektoren in den Richtungen der durch 
jene Schnitte bestimmten Tangenten der Fläche sind. Nun 
ist jedoch, weil &,, @,, Uv ein rechtwinkliges System bilden, 
nach (c. 45) 





a — — 0, 0%,8 — 0,08% , 
daher 
Sad —= (Sa, 2)Sz, Dax, + (8x,2)”S2,Dz, , 
weil S2,D«, verschwindet wegen der Conjugation der Richtungen 
&, &, in Bezug auf die Funktion © (Art. 74). Bezeichnet man 
noch den Winkel zwischen dem normalen Schnitt und dem 
ersten Hauptschnitt mit t, so ist 
SaDda = cos?t Sa, Pa, + sin?t 82,0x,. 
Demnach kann aus (E. 68) geschlossen werden 
1m eos Wein? 
is Ara .— Tre Mehihlbinien (E. 69) 
die bekannte Eutrr’sche Gleichung, und wenn Z& der 
Krümmungsradius in einem zur Ebene von Ä senkrechten Nor- 
malschnitte ist 
1 1 1 1 
sodass der bekannte Satz von dem constanten Werte der Summe 
der Krümmungen von irgend zwei unter sich rechtwinkligen 
Normalschnitien bewiesen ist, 
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142. Für R,=R, haben alle Normalschnitte dieselbe Krüm- 
mung. Die Indicatrix ist ein Kreis und der betrachtete Punkt 
der Fläche ein Umbilicus. Die Bedingung für einen solchen 
Punkt ist daher, dass die Gleichung (E. 64) oder (E. 66) zwei 
gleiche Werte für A ergibt. 

Man findet 

| (2, + 8.Uv@ UV): + 438. Uvd-!Uy—= 0 

oder 
(2, — S8.UvQo UV)’ — Ar, +4PUv)’—=0... (E. 70) 

Auch könnten wir die Punkte suchen, für welche die beiden 
Krümmungsradien der Hauptschnitte entgegengesetzt sind. Weil 
im allgemeinen für das Krümmungscentrum eines ebenen Schnittes 
einer Fläche die Gleichungen gelten | 





dp’ 
a 
Vara’e _ SUdpd.Udp 
7 Fa 
somit 
Ude TV.vÜx 
KOST TU 


und bei einem Normalschnitte Uv, Udp, Ux ein rechtwinkliges 
System bilden, so kann in diesem Falle gesetzt werden 
Ux = — UdıeUv 


und 


v 

nn re 
Bezeichnen wir daher wieder mit &,, &, die Hauptrichtungen 
in dem betrachteten Punkte, so sind die beiden Krümmungs- 
radien der Hauptschnitte einander entgegengesetzt, wenn 

1 1 

82, 9a, Ir S2,Pa, “4 
oder 

S2, Da, 4.892,00, = 0. 

Wir können diese Bedingung nun aber in eine einfachere 

Form bringen, wenn wir den im Art. 68 bewiesenen Satz an- 
wenden, nach dem für je drei unter sich rechtwinklige Halb- 
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messer einer Fläche zweiter Ordnung in den Richtungen der 
Einheitsvektoren &,, &,, &, gilt 
82, Da, + 52,0, + S2,da, = — 2. 
Beachten wir, dass a, in unsrem Falle mit Uv zusammen- 
fällt, so ergibt sich für die gesuchten Punkte 
SU een . (E. 72) 

Wenn diese Gleichung in allen Punkten der gegebenen Fläche 
zutrifft, sodass überall die beiden Hauptkrümmungsradien ein- 
ander gleich und entgegengesetzt sind, so ist bekanntlich die 
gegebene Fläche eine Minimalfläche. 

143. Wir wollen nun noch Einiges über die merkwürdigen 
Curven, welche mit einer gegebenen Fläche in einer gewissen 
Verbindung stehen, in Quaternionenform mitteilen. Zuerst seien 
die Krümmungscurven erwähnt, zu deren Definition be- 
kanntlich verschiedene Ausgangspunkte gewählt werden können. 
Betrachtet man dieselben als die Örter der Punkte der Flache, 
für welche zwei aufeinander folgende Normalen derselben in 
einer Ebene enthalten sind, so gestaltet das Problem, die 
Krümmungscurven zu bestimmen, sich folgendermassen. 

Es seien p, p—+ xdp zwei aufeinander folgende Punkte einer 
Krümmungscurve. Sodann müssen die Geraden 

Vo — w=d, 

Vo — p — dp) (v + adv) = 0 
sich schneiden. Nach Art. 40 ergibt dies die Bedingung 
Syadv RESTE ART e (E. 73) 

oder 

SD re. (E. 74) 
Wenn man nun zu dieser Gleichung noch diejenigen (D. 111) 
hinzunimmt 

Svdr=0, Sdodde = — 2e, 

welche die Indicatrix der Fläche bestimmen, so folgt aus den 
Gleichungen (C. 81), (C. 86), (C.89) des schon mehrmals be- 
nutzten Artikels 74, dass es nun gilt die Achsen der Indicatrix 
zu bestimmen. Wir sind in dieser Weise zur zweiten Definition 
der Krümmungscurven gelangt. 

Die Gleichung (E.73) kann als diejenige der Krümmungs- 
curven betrachtet werden. Aus (E. 65) folgt jedoch, dass man 
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dieselbe auch in der Form 


V.dh (0 Ai R)’ SUR TR (E. 75) 


mit der Bedingung (E. 64) geben könnte. 

Die vorhergehenden Gleichungen reichen dazu aus, einige be- 
kannten Sätze über Krümmungslinien darzutun. Wenn zwei 
Flächen mit den Normalen v, v,, deren Tensoren wir gleich 
Eins setzen wollen, sich durchschneiden, so ist für die Durch- 
schnittscurve nach (HE. 7) 

Vaan=iU hy Ei (E. 76) 
Es gilt jetzt zu zeigen, dass wenn diese ÜOurve eine Krüm- 
mungslinie für jede der Flächen ist, wenn demnach die Glei- 
chungen gelten 
Sydpdv = 018.9, ddv] = IE RENE (E. 77) 
die Flächen sich unter einem constanten Winkel schneiden, 
sodass 


dSw, —=0, 
oder 
| Say, Hyd)=0.2.2. m. . (E. 78) 
wenn noch 
Sr NS, N, RER (E. 79) 
angenommen wird der Voraussetzung zufolge 
YV=-TMW=—=1l. 


Aus (E. 77) folgt mit Rücksicht auf (E. 77) 
Su(Vw,)v=0, Sy, (Vr v)dv, = 0 
oder 
Sv,dv + Sw, Svdv = 0, 
Svdv, + Sw,Sv, dv, =0, 
und bei Beachtung von (E.77) ergibt sich durch Addition 
sofort (E. 78). 

Wir geraten in derselben Weise zum Theorem von JoACcHINMS- 
THAL, wonach, wenn auf einer Fläche eine ebene Krümmungs- 
linie vorhanden ist, die Ebene derselben und die Tangenten- 
ebene der Fläche in allen Punkten der Curve einen constanten 
Winkel einschliessen. 

Wenn nämlich & die Einheitsnormale zur Ebene, v diejenige 
zur Fläche ist, so gilt für die Tangente der Durchschnittsceurve 
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die Beziehung 


Uh=—.UVor. 23 MH. Ran (E. 80) 
und weil die Curve eine Krümmungslinie ist, so gilt weiter 
Sydodv = 0, 
oder nach (E. 80) | 
Su(Vav)dv=0, daher Sadvv=(..... (E. 81) 


weil 
T,=1, somit Svdv =. 
Nun ist aber auch 
dSzv = Sadv=(0 nach (E. 81), 
womit der Satz bewiesen ist. Dieses Theorem erscheint daher 
als Specialfall des vorhergehenden. 

144, Es ist weiter sehr leicht das bekannte Duwrın’sche 
Theorem zu beweisen, nach welchem die Richtungen der 
Durchschnitte von drei sich in einem Punkte rechtwinklig durch- 
schneidenden Flächen diejenigen der Krümmungslinien sind, wenn 
ausserdem auch jedes Paar der Flächen sich in dem nächst- 
folgenden Punkte rechtwinklig schneidet. 

Bezeichnet man nämlich mit v, v,, v, die Normalen der Flächen, 
sodass 

Sv,v, = Sv,v = Sw, =, 
so wird die erste Fläche von der zweiten in einer Curve ge- 
schnitten, für welche die Beziehung (E.7) gilt, oder 
Ud,= UVw = Uw =UÜy»,. 
Diese Richtung muss nun auf den beiden Flächen eine Krüm- 
mungslinie sein. Es ist somit nach (E. 73) zu beweisen 
0 = S.vdp,Pdp, = usv(vv, )Dv, 
wo u eine Skalargrösse bedeutet, oder 
Sv, dv, =. 
In gleicher Weise muss gezeigt werden, dass für die Funk- 
tionen ®,, ®, die Gleichungen gelten 
9,9, =0, SvQ,v, =. 
Nun ergibt aber die Bedingung, dass je zwei Flächenpaare 
sich auch in dem nächstfolgenden Punkte rechtwinklig durch- 
schneiden 
dSw, =0 oder S(vdv, + v,d)—= 0 
daher auch 
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S(vO,dp, + v,Ddp,) = 0 oder S(wQ,v,;, +v,Pv,)=0 . (E. 82) 
und in gleicher Weise 
SP,» + v,0,7) = 0, S(v,Pv, +vQ,u,)=0. . . (E. 83) 
Indem die beiden Gleichungen (E. 83) addirt werden und von 
dieser Summe die Relation (E. 82) subtrahirt wird, erhält man 
SO, —=0, 
und sodann auch weiter 
So, —=0, 8,0, =. 

145. Die Geraden, welche man in den Krümmungscentra der 
Hauptschnitte senkrecht zu den zugehörigen Ebenen derselben 
ziehen kann, werden von sämtlichen Normalen der Fläche, 
welche dem gewählten Punkte unendlich nahe liegen, geschnitten. 

Denn mit den Bezeichnungen des Art. 137 sind diese Haupt- 
krümmungscentra durch 


y 
KR r7 Sn,0x, 


bestimmt, und die in dem Satze erwähnten Geraden sind daher 


y 
v(e Ko Sr) lack | 


zu v 
ve —p— 5) =) 
Nun ist jedoch die Gleichung einer von dem Punkte p unendlich 
wenig entfernten Normale, wenn x eine sehr kleine Grösse 
bedeutet 
Va — p — ade) (v + ddp) =, 
oder wieder mit Rücksicht auf Art. 137 
Vlw — p — za) (v + zDde) = 0. 
Die Bedingung, welche erfüllt sein muss, damit diese Gerade 
die erste der Geraden (E. 84) schneide, ist nach (B. 50) 
Sva,Ddax + Sva,a Sa, Da, =. 
Weil aber | 
Da = — Da, S2,2 — Da, 82,2, Vv=au,, Sa,Dda,—(0, 
so ist die vorhergehende Gleichung eine Identität. 
146. Wir wollen nun noch einen Satz über Krümmungs- 
linien bei der Fläche zweiter Ordnung 
SpGp = b 
beweisen, nämlich das Theorem von JoACHIMSTHAL, dass 
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längs einer solchen Curve das Produkt pD constant bleibt, 
wenn p die Länge des Lotes ist aus dem Centrum der Fläche 
zweiter Ordnung auf die Tangentenebene in einem Punkte der 
Curve gefällt, D die Länge des Durchmessers der Fläche, 
welche der Tangente der Curve parallel ist. 

Die Tangente der Curve genügt der Gleichung (E. 74) oder 


SHpHDK=—=I....... 2... (E. 85) 
ausserdem aber ist 
SDrapE OR RR, (E. 86) 
Weiter erhalten wir 
ib Sa DVD: 
Tor VE.UpUc 
und es gilt daher zu zeigen, dass längs der Krümmungslinie 
Nop8.UdD Udp = constant . .... . (E. 87) 


oder durch Differentiation, dass 
S.drdde , S.DpDdpr Sıdod’p _ 


S.dpddp DM de 
Wir bemerken zunächst, dass aus (E. 86) durch Ditfferentia- 


tion folgt 





ER ERICH ER) 





Sc + SHoph=0.....:.:.. (E. 89) 
Nach (E. 86) kann weiter gesetzt werden 
Dap—= ad Heyden ihn (E. 90) 
und durch Operation mit S.dp erhält man 
„ro , _ Pdopdp 
EIER Ka 
sodass (E. 90) übergeht in 
SPpDdp SdpDdp 
Od =Dp COPY + dp Far TREE (E. 91) 
Wenn man hieran nun noch mit S.d?r operirt, so entsteht 
eine Gleichung, die mit Hülfe von (E.89) unmittelbar ın 
(E. 88) übergeführt werden kann. 
147. Hanmıtron hat gezeigt, dass man der Gleichung der 
Krümmungslinien mehrere anderen Formen erteilen kann, von 
denen eine hier erwähnt werden möge. Weil nämlich 


vVydv 
dUv—= — ER 
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so erhält man 





vSvdpdv 

V.ddUv = — 7’ 
und für die Krümmungslinien gilt deshalb auch die Beziehung 
Va WEI. WISE (E. 92) 


Im Anschluss an diese Betrachtungen über Krümmungslinien 
einer Fläche wollen wir noch die Fläche der Centra der- 
selben erwähnen, weil diese Fläche bekanntlich als der Ort 
der Schnittpunkte der Normalen der gegebenen Fläche, welche 
längs den Krümmungslinien an dieselbe gezogen sind, betrachtet 
werden kann. Ihre Gleichung erhält man, indem in (E.71) « 
als veränderlicher Vektor betrachtet wird, während der Punkt p 
die gegebene Fläche beschreibt, oder indem man zwischen der 
Gleichung der Fläche 

I 


und 


v 
older S.UdeQ Udp 
den Vektor p eliminirt. 

148. Wir gehen nun weiterzuden geodätischen Linien 
einer Fläche über. Bekanntlich lassen dieselben sich wie die 
Krümmungslinien auf verschiedene Weisen definiren, doch ge- 
staltet sich die Aufgabe, deren Gleichung anzugeben, wohl am 
einfachsten, wenn man davon ausgeht, dass die Oskulations- 
ebene der geodätischen Linie in’ jedem Punkte die Normale 
zur Fläche enthält. Setzt man daher in die Gleichung (H. 10) 
den Wert 

a—=p- yv 
ein, so muss für jedes y der Gleichung genügt werden. Dadurch 
erhalten wir 
Svdpdty = Vi RN RUHR (E. 93) 
Nun ist aber, wie wir schon mehrmals erwähnten, 
dp Vapd?r 
dUd = — ST 
Daher ist 
V.vdpVapd’ dp Svdpd’p 


VyvdUdı = Ta, 7a,’ 
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und die Gleichung (E. 93) ergibt 
BsdUda—0iler Ar len! ar (E. 94) 
Man kann weiter zeigen, dass diese Ourve die kürzeste ist, 
welche zwischen irgend zwei beliebigen aber festen Punkten 
auf der Fläche gezogen werden kann. Wir wollen uns hier nur 
damit beschäftigen darzutun, dass die erste Variation des In- 
tegrals, welches die Länge der Curve darstellt, verschwindet. 
Bezeichnen wir mit p, g die Endpunkte der Curve, mit 7dp 
einen unendlich kleinen Bogen derselben, so muss 


Es ist aber 
9Tdp u, nach (e. 21) 
Udp 
# m EI 
— — dS.3p Udp + S.3rd Udp 
— — dS.35p Ude + ySvdp nach (FE. 94) 
— — dS.3p Udp, 
daher 


Zu EEK LEN 
D » 


149. Bei einer Kugel erhalten wir für die Gleichung der 
geodätischen Linien 
Spdpd?r —= 0. 
Dieselben sind daher in Ebenen enthalten, welche durch den 
Mittelpunkt gehen, oder es sind yrösste Kreise der Kugel. 
Bei Kegelflächen gilt die Beziehung (D. 14) 


Sp. 
Weil ausserdem aber stets 
Sıdı = 0, 
so erhält man 
v—=wVodp, 


und für die geodätischen Linien auf Kegelflächen gilt daher 
S.rdp Vdedr = 0 oder SpaUh —0, 
oder schliesslich 
0 = dSp Udp 4 Tap. 
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Hamınton hat schon gezeigt, dass die Integration dieser 
Gleichung leicht auf folgendem Wege gelingt. Multiplieirt man 
mit 2Sp Udp, so entsteht 

0 = d(S.p Udp)* + 2Spdp , 

= d[($.p Udp)” + P?]. 

Somit ist für eine geodätische Linie 

(S.p Udp)” + p* = constant, 
und bei Anwendung der Formel 

+ NV=N 

entsteht hieraus 
| TV, Udp = constant. 
Diese Gleichung spricht aus, dass Tpsin Z(p, Udp), somit 
das Lot aus dem Scheitel des Kegels auf die Tangente an die 
geodätische Linie gefällt, constante Länge hat. Man ersieht 
hieraus unmittelbar, dass diese Curve, wenn der Kegel auf 
eine Ebene entwickelt wird, eine Gerade sein muss. 

Bei der developpablen Fläche, welche wir im Art. 125 in 
Betracht zogen, können die geodätischen Linien auch mit Hülfe 
von Quaternionen gefunden werden, doch wollen wir behufs 
dieser Untersuchung jene Formeln in der einfachsten Gestalt 
nehmen. Wenn wir nämlich voraussetzen 

p— fu 
sei die Gleichung der Rückkehrkante der Fläche, so ist diese 
letztere durch 
RR a RR er tt (E. 96) 
dargestellt. Eine Curve auf der Fläche wird nun dadurch be- 
stimmt, dass y als eine gewisse Funktion von u erscheint. 

Ausserdem setzen wir voraus, dass als unabhängige Variable 

statt w die Grösse s eingeführt wird, sodass wir erhalten 
Se 
Nach (E. 30) ist nun 
v=/ff. 
Weiter folgt aus (E. 96) 
BE Eden a (B. 97) 
H=[fy' +@y HD +uf"ae, 


sodass die Gleichung der geodätischen Linie wird 
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yf*-S&y +) +) - ww -yaHN)F=d 


oder, wenn 


gesetzt wird 


+ Hd Trd-wylrzaltN—td; 








daher auch 
DH] at 
Drwerer, 
ds yz 
d II 
2 — m, arcig NZ AN 
und schliesslich nach (E. 98) 
1+y 
Tf'ds = d.arct ed AA AR E. 99 
ı, Be; (BE. 99) 


Nun ist aber nach (E. 20) 7/” der reciproke Wert des Haupt- 
krümmungsradius der Rückkehrkante, daher 7f”ds der Winkel 
zwischen zwei aufeinander folgenden Tangenten dieser Curve. 
Nach (E. 97) ist weiter 
— 1 n „ 
Huf. 
Der Tangentialvektor p’ der geodätischen Linie setzt sich 
daher aus zwei Segmenten zusammen, welche senkrecht zu ein- 
ander sind, weil S/’f" verschwin- 


det, und deren Längen he. 6 B 
a Sm 
Bu 


bezhw. sind. Es erhellt hieraus, 
dass wenn in der Figur 6 AB, 
AC zwei aufeinander folgende 
Tangenten der Rückkehrkante, 
BP, CQ zwei Tangenten der geodätischen Linie sind, die Rela- 
tion stattfinden muss 
1-+y 
„op = IR ZLLD: 

Demnach kann die Gleichung (E. 99) in der nachstehenden Weise 
gedeutet werden 


ZABAC=dZP PB=aZzP,BP=ZPCQ, 
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sodass die geodätische Linie, wenn die abwickelbare Fläche auf 
eine Ebene entwickelt wird, eine Gerade werden muss. 

150. Wir wollen nun noch einige Sätze über geodätische 
Linien beweisen, zuerst nämlich, dass die Normalen längs einer 
solchen Linie einer bestimmten Ebene parallel sind, wenn die 
Tangenten derselben mit einer festen Geraden einen constanten 
Winkel bilden. 

Nehmen wir an es sei 

Dal 30, 

so ergibt eine Differentiation 

Sedo Vader (E. 100) 
Aus der Gleichung der geodätischen Curven ergibt sich 

dp =av-+ ydp, 
und indem dieser Wert in (HE. 100) eingetragen wird 

Sav—(, 

wie zu beweisen war. 

Wenn auf einer Fläche aus einem Punkte zwei geodätische 
Linien gezogen werden, welche rechtwinklig zu einander sind, 
so ist die Torsion für diese Curven, d.h. der reciproke Wert 
des Torsionsradius, gleich aber mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen versehen. 

Der Ausdruck für die Torsion kann nämlich in dem Falle, 
wo man es mit einer geodätischen Linie zu tun hat, sehr ver- 
einfacht werden. Weil für dieselbe die Beziehung 

dp = wu + ydp 
gültig ist, so kann für die Binormale geschrieben werden 
UVapd’r = U.vdp 
und der unendlich kleine Torsionswinkel wird 
xTdAU ’vdo. 
Nun ist aber 
 dU.vdp &* ya vd’ 
Uvdp vo 
Der Zähler des unter dem Zeichen V stehenden Ausdrucks ist 
ein Vektor, wie sich durch Differentiation der Gleichung 
Svdp = 0 
ergibt. Somit kann man nun wie nachstehend transformiren 





225 


dU.wdp _ V.V(dvap + va’p) Vodp 
Und (vdp)? 
dpSvdvdp — vSvdpd?o 
b (vdp)? 
deSvdpdv 
’ v2dp? 
weil die Curve eine geodätische ist. Der Torsionswinkel wird nun 
’  aSvdpdv 
TEN 
und für die Torsion erhält man 
1 6, Svdpdv 
r, 2Tdp v?dp 
In dieser Formel ist nun unser Satz enthalten. Denn bringt 
man wieder die Relation (E. 101) in Anwendung, so ist nur 
noch zu zeigen 


SyUkoUk + SvUd,PDUd, =0... . (E. 102) 








— Suldp-dv. . . . (E. 101) 





wenn 
Sdpdp, =. 
Weil nun Uv, Udp, Udp, unter sich rechtwinklig sind, so 
kann man schreiben 
VUh=+ Ud,, UvlUd, =F Udp, 
und hiermit geht die Gleichung (E. 102) in eine Identität über. 

Führt man noch den Begriff der geodätischen Torsion 
bei einer willkürlichen Curve ein, indem darunter verstanden 
wird die Torsion der geodätischen Linie, welche dieselbe be- 
rührt, so enthält die Gleichung (E. 101) noch den weiteren 
Satz: Längs einer Krümmungslinie auf jeder beliebigen Fläche 
hat die geodätische Torsion den Wert Null. 

151. Längs einer geodätischen Curve auf einer Fläche zweiten 
Grades bleibt das Produkt pD, welches wir im Art. 142 schon 
betrachteten, constant. Dies zu beweisen haben wir nur zu 
zeigen, dass auch bei einer geodätischen Linie die Gleichung 
(E. 88) gültig bleibt. Fur dieselbe gilt zunächst in diesem Falle 

SDroded =0, SDpde = 0. 
Nach der ersten dieser Gleichungen kann nun gesetzt werden 
dp = aDp + yap. 
Die Werte von x und y können wieder bestimmt werden, 
15 
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indem nach einander mit S.2p, S.dp operirt wird. Dadurch 


entsteht sodann 


S.d? BD: nn A 


und bei Beachtung der Relation . “ welche auch hier 
gültig ist 





2 Sdppdp 
BL 
Hieraus kann nun (E. 88) unmittelbar ei werden, wenn 
man nur noch mit S.ddp operirt. 
Die Gleichung 


en 


pD = constant 
kann daher als ein erstes Integral der Gleichung 

S.Dpdpd?p = 0 
betrachtet werden. HamıLron hat im zweiten Teile seiner »Ele- 
ments’ gezeigt, wie die Integration dieser Gleichung geschehen 
kann; wir wollen diesen Process hier kurz wiedergeben. Zu 
diesem Zwecke setzen wir, wie schon früher geschehen 

Tp —|l. 

Die Gleichung (E. 94) der geodätischen Linie erscheint sodann 
in der sehr einfachen Form 


Wileen le (E. 103) 
Somit ist 

P=w; 
und weil allgemein gilt 

Svp' —( ’ 


daher durch Differentiation 

Stop —0, 
so kann der Wert von x bestimmt werden. Man findet dadurch 
den Ausdruck 

Pl Eee Paar S 1. Le ] ET Er (E. 104) 
Ist nun 

p=Sb=b, 
die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, so ist 

Fdz = Sdpydp , d.fAp = 2S.d*pbdp. 

Mit Rücksicht auf (E. 104) und darauf, dass die darin befind- 
liche Funktion @ nun mit % identisch ist, entsteht 
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ddp 

bp ' 

wo dp statt p’ds, d?p statt o”’ds? steht. Oder wir können nun 
auch schreiben 





d.fde = — 28 "Iydp Sdpbdp = — 2fdpS 


(Yp)’d.fap + 2fapsppid = 0, 
eine Gleichung, welche unmittelbar integrirt werden kann, wo- 
durch sich ergibt 
(Yp)?fdp = constant, 
oder schliesslich 
NyopSdpowdp — constant. 
Diese Gleichung stimmt der Voraussetzung 7% —=1 zufolge ganz 
mit (E. 87) überein. 

152. Der Vektor d’5 kann stets nach den drei unter sich 
rechtwinkligen Vektoren v, dp, vdp zerlegt werden. Nach der 
bekannten Formel erhalten wir sodann — indem beachtet wird, 
dass wegen der Gleichung 

E Svdp — (0) 
auch die Relationen 

vdp = — dp.v, Svd’p = — Sdvdp 
stattfinden — 
dp = — vISdvdp + de \Scdpd’p — vidp-1S.vdpd?p . (E. 105) 

Für eine geodätische Linie auf der Fläche verschwindet das 
dritte Glied dieses Ausdrucks; somit ist, wenn für dieselbe der 
Wert von d?p mit 3% bezeichnet wird, 

9, — viScdrdp + demtScpö?p. . . » » (E. 106) 

Nach LiouviLLEe bezeichnet man den Winkel zwischen der 
geodätischen Tangente in einem Punkte einer Curve und dem 
nächstfolgenden Bogenelemente derselben als geodätischen 
Contingenzwinkel der Curve in dem betreffenden Punkte. 
Wenn wir annehmen, dass die Werte von dp in (E. 105), 
(E. 106) übereinstimmen, so gelten diese Gleichungen für eine 
willkürliche Curve und deren geodätische Tangente. Der geo- 
dätische Contingenzwinkel e, ist sodann derjenige zwischen den 
Vektoren 

dp 1 0%, dp xd’r. 
Man erhält somit 
1408 TV(dp + 8°) (dp + wd?r) 
IAF Tap? ; 
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TVo — d’o)dp 
Fu Tdp? 
aSvdpd?p 
_ .105), (E. 106), 
Tut? nach (E. 105), ( ) 
und der Radius der geodätischen Krümmung der 
Curve ist 





x2Tdp TvTdp® 
u Sodpd’p 

153. Wenn wir im allgemeinen einen Ausdruck suchen für 
die Änderung, welche der Winkel zwischen der Binormale 
einer Curve auf einer beliebigen Fläche und der Normale zur 
Fläche erleidet, so erhalten wir 

edZvVdpd?r. | 

Diesen Ausdruck nach (e. 28) zu transformiren, bemerken wir, 
dass 


ER. (E. 107) 


n- 


UV vVapd’p = + Udp nach (c. 40). . 
Nun ist 
dv Vapd?p + vVapd’p 
. vVdpd?r. Udp 
EHE dv a vVapd’p 
vUdp vUdp Vapd?p 
Svdpdv Vapd’p 
TE Tv? Tdp an ‚U: p Vapd?p’ 
Svdpdv TapSded?pd’p 
m Ty’Tdp ai NVapdıp 
Nach (E. 35) kann hierfür nun aber auch geschrieben werden 


dZvVddr = 














wo 2; den Torsionsradius bedeutet. 

In dieser Formel liegt nun der bekannte Lancrer'sche Satz 
ausgesprochen, nach welchem bei einer Krümmungslinie der 
Torsionswinkel x7dp in jedem Punkte dem Differential des Win- 
kels zwischen der Oskulationsebene der Curve und der Normale 
zur Fläche gleich kommt; denn für eine Krümmungslinie ver- 
schwindet das erste Glied der zweiten Seite von (E. 108). 

Beachtet man noch die Gleichung (E. 101), so kann statt 
(E. 108) geschrieben werden 
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d £vVdpd’ = Tap e — =) 
T; Rı 


Im allgemeinen ist daher bei jeder Curve die Differenz des 
Torsionswinkels und des geodätischen Torsionswinkels in einem 
Punkte dem Differential des Winkels zwischen der Oskulations- 
ebene der Curve und der Normale zur Fläche gleich. 

154. Die von Aoust und GILBERT eingeführte Grösse, welche 
mit dem Namen Deviatiin oder Abweichung bezeichnet 
worden ist, findet auch leicht einen Ausdruck ın der Theorie 
der Quaternionen. Denkt man sich nämlich die Fläche dadurch 
‚ gegeben, dass p als eine Funktion der beiden Skalare u, v 
dargestellt ist, so nennt GILBERT die Abweichung der U-Cüurve 
in Bezug auf die V-Curve die Grösse, welche man erhält, 
indem der unendlich kleine Winkel zwischen zwei Tangenten 
in benachbarten Punkten einer V-Curve, an die durch diese 
Punkte gehenden U-Curven gelegt, durch die Länge des zwischen 
jenen Punkten enthaltenen Bogenelementes dividirt wird. 

Wenn im Einklang mit Art. 27 der Theorie «T7d,p die Länge 
des Elements der V-Curve ist, so kann für jenen unendlich 
kleinen Winkel unmittelbar der Ausdruck hingeschrieben werden 

e, = z2Td,Ud,p 
2 TVd,pd’ np 





== = nach (e. 23) 
'd,p 
und für die Deviation erhält man somit 
TVd,pd’ ne 
—: ee E. 109 
Du Nd,pTd,e 


Als die Richtung des Vektors der Deviation wird diejenige 
des Elementes angenommen, welches die Endpunkte zweier zu 
jenen Tangenten parallel gezogenen Einheitsvektoren verbindet, 
somit in Zeichen diejenige des Vektors 

d,„Ud, oder Ud,p Vd,ed’up ; 
sodass der Gesamtausdruck für den Vektor der Abweichung ist 
d,Vd,ed?.p 
Nd,p Td.pd,e 

Die Projektion der Abweichung auf die Normale zur Fläche 
wird die normale Abweichung der U-Curve in Bezug auf 
die V-Curve genannt. Für diese Grösse findet man leicht 
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v1S.vd,p Vd,pd?,.p 

" NapTdupdp ' 

v-1Svd’„p UvS.Uvd?,.p 
DT EN 
woraus der Satz entspringt: Die normale Abweichung in jedem 
Punkte der Curve ist für jedes Curvensystem in Bezug auf das 
andere die nämliche. Denn der Ausdruck für A,„ ändert seinen 
Wert nicht, wenn u mit v vertauscht wird. 

Führen wir nun die Voraussetzung ein, dass die U- und 
V-Curven überall rechtwinklig zu einander sind, d.h. 

S.d,pdp NV N Uvlca,e= Ud, 

so ergibt eine Differentiation der ersten dieser Gleichungen 
nach u 





Sp — Sdudinp » (E. 110) 
Der Ausdruck für A. kann nun in eine andere Gestalt ge- 
bracht werden. Denn bei unsrer Voraussetzung ist 
V.d,pd’„p = Td,p V.Uv Ud,pd?.np 
en nn (vSd,pd’.p — dupSvd’p) 
und man erhält nun aus (E. 109) 
dd Svd’up 
N= Ne "H NvNaudp 
Bezeichnen wir noch die Radien der geodätischen Krümmung 
und Torsion für die V-Curve mit Au, ru, so ist nach (E. 107) 
1. 8.Uv(Ud,p)d’up 


(E. 111) 








ENT Ndup 
Sd,p d a2 p Scup d’,„p 
iD Yen DE af I 
Nd,p Td,p Nd,p Td,p a & } 


und nach (E. 101) 
1 _8.UvUd,ed,v Sd,pd,v 
a ENTE TR, 

Der Zähler dieses Ausdrucks kann leicht umgestaltet werden; 


denn aus 








Syd,p = 0 
folgt 
Sd,vd,p au ers! Svd?,„p ’ 
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somit wird 
In Svd?.p 
vu ToTdedp 
Aus der Gleichung (E. 111) schliesst man nun unmittelbar, dass 
die Relation 
Meta 
in dem vorliegenden Falle gültig ist. 

Wir können hier nicht näher auf diese Betrachtungen ein- 
gehen, doch hat sich allerdings die Anwendbarkeit der Quater- 
nionen auch auf diesem Gebiet genügend ergeben. 

155. Wir schliessen diesen Abschnitt mit der Herleitung der 
Formel für die totale Krümmung und das Mass der 
Krümmung eines Flächenteils nach Gauss. Sind nämlich 


Pp, pt wdp, o-+ y% 
drei einander unendlich benachbarte Punkte der Fläche, so ist 
der Inhalt des von denselben gebildeten Dreiecks bestimmt durch 
ER EDER BR AT: (E. 113) 
Die Normalen in diesen Punkten können nun mit 
v‚v-+ adv, v4 yöv oder v, v4 wIdp, v + yDodp 
bezeichnet werden und wenn wir aus einem Punkte drei Ein- 
heitsvektoren parallel zu diesen Normalen ziehen, so sind die- 
selben darstellbar durch 
Uv, Uv+ z(dvTv! — Uvsv-idv), u.s.w. 
oder durch 
Uv, Uv+zUvVvid, Uv-—-yUvVoiov, 
so weit nur unendlich kleine Grössen erster Ordnung in Be- 
tracht gezogen werden. 
Der Inhalt des durch die Endpunkte dieser Einheitsvektoren 
gebildeten Dreiecks kann daher aus 
EAN au EV. Kısdv lv! 
bestimmt werden und eine kleine Transformation ergibt 
DISS TH un aSblvovi are. he (E. 114) 
Aus diesem Ausdruck für die totale Krümmung des Flächen- 
teiles erhält man das Mass der Krümmung durch Division mit 
(E. 110). Dasselbe ist daher 


RG (E. 112) 
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N Ty-1Sy-1dvdv 
Az DS SH TVYaı 
ein Ausdruck, welcher leicht transformirt werden kann. Es ist 
nämlich 
S.vdvdv = SvddpP%p 
— „S.»D1Vdpop nach (f. 32) 
bei der gewöhnlichen Bedeutung von x für die Funktion &. 
Also weiter 
Sydvöv = & zT VdpdpS. Uvo—!v 
weil 
Uv—=+ UVdpop, 
sodass man schliesslich erhält 
NO ee ee (E. 115) 
Aus der Vergleichung von (E. 115) mit (E. 67) erhält man 
sodann den bekannten Satz 


1 
ö NC-— R, R, a Es: (E. 116) 
Bei einer Fläche zweiter Ordnung 
Spyp = b 
ist 
v=Yp, D=V, 
somit 


x, ba 
Bo 
Weil aber die Länge des Lotes, aus dem Mittelpunkte der 
Fläche auf die Tangentenebene im Punkte p gefällt, durch 
b 
dargestellt wird, so kann man sagen, dass das Mass der 
Krümmung in den verschiedenen Punkten einer Fläche zweiter 
Ordnung der vierten Potenz jenes Lotes proportional ist. 


THEORIE DER GERADLINIGEN 
STRAHLENSYSTEME. 


156. Diese Theorie, welche zuerst von HamıLron im Jahre 
1830 in einer im sechzehnten Bande der »Transactions of the 
R. Ir. Acad.” erschienenen Abhandlung entwickelt ist — jedoch, 
wie aus der Jahreszahl schon hervorgeht, ohne Anwendung der 
Quaternionen —, wollen wir im Folgenden mit Hülfe dieses 
Kalküls auseinandersetzen. Es wird sich dabei die besondere 
Eleganz dieser Methode, welche übrigens auch schon in den 
beiden vorhergehenden Abschnitten zu Tage getreten ist, klar 
herausstellen. 

Ein Strahl des Systems sei bestimmt durch einen Punkt 
desselben und einen Einheitsvektor r in seiner Richtung. Das 
Gesetz, welches die Strahlen zum System vereinigt, kann da- 
durch gegeben werden, dass s und r als Funktionen zweier 
beliebigen Skalarveränderlichen «, » gedacht werden. 

Diese Abhängigkeit kann jedoch noch auf eine ganz andere 
und, mit Rücksicht auf die im Quaternionenkalkül ange- 
wandten Operatoren, weit zweckmässigere Weise dargestellt 
werden. Wenn wir nämlich im allgemeinen r als Funktion 
von o betrachten, so ist einleuchtend, dass man die Abhän- 
gigkeit stets durch eine Relation von der Form 

LS er En LT a (F.1) 


ausdrücken kann, wo &,, &,, &, beliebige aber feste Vektoren , 
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F,, F,, F, willkürliche Skalarfunktionen von « bedeuten. Eine 

solche Beziehung wollen wir im Folgenden gegeben voraus- 
setzen. | 

Der Winkel von irgend zwei Strahlen in den Richtungen 

7, 7, Ist sodann bestimmt durch | 

d=r— Lrr, oder ind= TVrr,..... (F. 2) 

Die kürzeste Entfernung dieser Strahlen, welche die Punkte 
ce, co, enthalten, ist nach (B. 53) 

LEE RES TE RE (F. 3) 
und der Fusspunkt derselben auf dem ersten Strahle nach 
(B. 52) 

x—= 0 — rd.le — or, (Vrr)...... (F. 4) 
157. Es werde nun die Voraussetzung gemacht, os, — oc und 
7, — r seien unendlich kleine Vektoren. Wir setzen sodann 

o, — co =d,r —T=dr, 
mit der Bedingung, dass Tds und Tdr verschwindend klein 
sind. Den durch vs, r bestimmten Strahl wollen wir stets den 
ersten Strahl nennen. 

Man erhält zunächst 


STATIVE alles Kr gu aber (F. 5) 

und die Formeln (F. 3), (F.4) ergeben 
A DE SEEOTOS TE ALS. a (F. 6) 
KO ESdEAnE lan (F.7) 


wenn unendlich kleine Grössen von der zweiten Ordnung ver- 
nachlässigt werden. 
Nun ergibt aber die Formel (F. 1) 
dr=adF\s + a,dF,o + a,dF,s 
—%,9v,de + x,8v,de 4 @,Sv,de nach Art. 91, 
sodass dr als eine lineare Vektorfunktion von ds erscheint, 
welche wir mit 91 bezeichnen wollen. Dieselbe ist aber nicht 
selbstconjugirt, wie man unmittelbar ersieht. Setzen wir dem- 
nach 
Under, dal Dez (F. 8) 
so erscheinen die Gleichungen (F. 6), (F.7) nun weiter in der 
Form 
= — trdr\Stdrodr 
«= 04 18. UdroUdr, 
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Der Kürze halber können wir nun noch 


UN ER (F. 9) 

setzen, wodurch die vorhergehenden Gleichungen übergehen in 
Saal. MRS. SUOEEL (F. 10) 

A=raTdrStapde.. 2.0... (F. 11) 

„=0o-+rTrS0ßn 2.2.2220. (F. 12) 


158. Die Gleichung (F. 6) stellt bei einem bestimmten Werte 
von dr den Fusspunkt der kürzesten Entfernung von zwei be- 
stimmten,einander unendlich benachbarten Strahlen auf dem einen 
derselben dar. Indem man aber jener Grösse alle möglichen 
Werte erteilt, erhält man auf dem einen Strahl sämtliche Fuss- 
punkte der kürzesten Entfernungen von allen ihm sehr nahe 
liegenden Strahlen des Systems. Es lässt sich nun fragen, ob 
T(#x — vo) einen Maximum- oder Minimumwert erreichen kann, 
d. h. ob jene Fusspunkte über dem ganzen ersten Strahle ver- 
teilt sind, oder nur auf einer bestimmten Strecke desselben 
vorkommen können. 

Nach (F. 12) ist 

T(x — v) = SwQw. 
Im Artikel 161 der Theorie ist nun aber gezeigt, dass man 
stets schreiben kann 


BR a A (F. 13) 
wo ®, eine selbstconjugirte lineare Vektorfunktion und 
6=4Vlav, 2 +27) -ı.... (F. 14) 
ist, Deshalb erhält man 
Sedo = Soda —= Tr —e)...... (F. 15) 


Es folgt hieraus nach (©. 42), dass T(» — co) der reciproke 
Wert ist von dem Quadrate des in der Richtung » gezogenen 
Halbmessers der Fläche zweiter Ordnung, 

SDrp —ul 
Die Frage, wann SwD,® einen Maximumwert erreichen wird, 
wobei die Bedingungen gültig sein müssen, 
SE Mar 
fällt demnach mit derjenigen zusammen, die Achsen des Durch- 
schnittes der Fläche zweiter Ordnung 


SpDop —1 
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mit der Ebene 
ih 
d. h. mit einer Diametralebene, zu bestimmen. Im Art. 74 ist 
diese Aufgabe ausführlich diskutirt und wir können die dort 
gewonnenen Resultate hier unmittelbar benutzen. 
Setzen wir 
Ik — eo)=r, 
so ist die Länge der Achsen des Kegelschnittes nach dem Vor- 





hergehenden = und man hat nun in (C. 89), (C. 90) 5 durch 
jr 

1, 8 durch r und x durch —r zu ersetzen. Man erhält 

sodann für r die quadratische Gleichung 


SElOHTT Dos BEE (F. 16) 
und die zugehörigen Werte von » sind durch die Gleichung 
bestimmt 

a Ude. sa. ron > kPa) 

Es ergibt sich hierdurch somit, dass es stets zwei Richtungen 
o, und @, für Udr gibt, welche senkrecht zu einander sind 
und für die der Fusspunkt der kürzesten Entfernung eine 
Grenzlage erreicht. Hierbei denken wir uns ®,, ®, derart ge- 
wählt, dass die Gleichung stattfindet 

T=0W, 
was wegen der Rechtwinkligkeit des Systems », , @,, r möglich 
ist. Die diesen Werten entsprechenden kürzesten Entfernungen , 
welche zu rw» parallel sind, müssen sodann aber ebenfalls 
senkrecht zu einander sein; denn es ist 
S(ro,) (rTw,) = — Sta, @,r = Sw,@, =. 

Die Hauptebenen des Strahles sind normal zu jenen 
kürzesten Entfernungen, d. h. zu r@,, r@, oder zu @,, @, und 
die Gleichungen derselben können daher unmittelbar hinge- 
schrieben werden 

Sk — vr), —=0, So — r)a,=0..... (F. 18) 

Bekanntlich heissen die den Werten »,, ®, entsprechenden 
Fusspunkte die Grenzpunkte des ersten Strahles; die 
Entfernungen von dem Punkte « des Strahles sind die Wurzeln 
der Gleichung (F. 16). Nach dem Vorhergehenden sind diese 
Entfernungen aber auch 
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r = % Do, nn = 88,08 +... (P.19) 

Ist nun r die Entfernung des Fusspunktes für einen belie- 
bigen Strahl des Systems von dem Punkte s und. x der Win- 
kel zwischen dem kürzesten Abstande, welcher diesem Strahle 
entspricht und demjenigen, welcher in dem Grenzpunkte r, 
sich befindet — ein Winkel, den wir in der Richtung zählen, 
worin die Drehung um einen rechten Winkel von », nach », 
erfolgt — , so lässt sich leicht die Beziehung 

TEE 008 sind)... (F. 20) 
zeigen. 

Wenn nämlich dem Werte r die Richtung » zugehört, so 
kann man, weil @, ®,, ®, sämtlich senkrecht zu r, daher 
complanar sind, schreiben 

= — 100 — WW een (F. 21) 
oder 
— — u,S(ro,) (T®) — ©,S(To,) (Tw) 
0 = 8,0088 + Wysin X. 
Hieraus folgt nun leicht, weil S®,®,@, verschwindet, 
SoD,@ — cos’aS@, P,w, + sin’2Sw,D,®, , 
und mit Rücksicht auf (F. 19) erfolgt sodann unmittelbar (F. 20). 

159. Fragen wir nun weiter, wann der erste Strahl von 
einem der unendlich benachbarten Strahlen geschnitten wird 
oder, wie wir auch sagen können, bestimmen wir nun die 
Brennpunkte des Strahles. | 

Es muss sodann die kürzeste Entfernung (F. 11) verschwin- 
den, somit 


STD Vries ineu)e JE (F. 22) 
sein. Bestimmt man aus dieser Gleichung mit (F. 10), oder 
Soa=0, ud &®—=-—1, 


die Werte von », so ist das Problem gelöst. Diese Gleichungen 
sind von derselben Form wie (C. 86), (C. 87). Nur ist hier die 
Funktion ® nicht selbsteonjugirt und eine Relation von der 
Form (C.81) ist nicht vorhanden. Wir müssen deshalb um 
die Werte von » zu bestimmen, hier einem ganz anderen Weg 
folgen als dem im Art. 74 erörterten. 

Setzen wir gemäss (F. 22) wieder 


ge 0310 2 EEE R. BAAR (F. 23) 


238 


so ergeben sich durch Operation mit S.®, , S.w, Gleichungen, 
welche mit Rücksicht auf (F. 21), (F. 19) in die Form 

(y+r)Sw a = S%,0,9Sw, 

(y+ r,) Se,® = — So, 0, 9Su,0 | 
sich bringen lassen. Hieraus können Sw,®, S@,® eliminirt wer- 
den und, wenn wir beachten, dass 

So, 0,9 — Sr9, 
so entsteht in dieser Weise für y die Beziehung 
(rer ee 792 (re en. (R#25) 
Mit den beiden hieraus sich ergebenden Werten von y erhält 
man nun auch zwei Werte von @, nämlich 
oe—= UP — y)Ir.......%. (F. 26) 
und daher auch zwei Brennpunkte. 
Die Entfernungen derselben von dem Punkte s lassen sich 
wieder auf sehr einfache Weise darstellen. Für dieselbe gilt 
nämlich die Gleichung 


r=SwQ,w. 
Nun folgt aus (F. 23) durch Operation mit S.o 
— y—=S.oQ,@, somit y=—r. 


Die Werte r für die Brennpunkte werden daher unmittelbar 
aus der Gleichung 
(r -r)(r—r) RR —0...... (F. 27) 
welche aus (F. 25) hervorgeht, bestimmt werden können und 
die diesen Brennpunkten entsprechenden Werte von » genügen 
der Gleichung | 
ee Bonn (F. 28) 
welche mit (F. 26) identisch ist. 

In (F.27) ist nun aber ein bekannter Satz enthalten. Sind 
nämlich r', r” die den Brennpunkten entsprechenden Werte 
von r, so folgt aus jener Relation 

r ir air Er RN (F. 29) 
oder in Worten: die Mitte der Strecke zwischen den Brenn- 
punkten fällt mit derjenigen der Strecke zwischen den Grenz- 
punkten zusammen. 

Man ersieht nun auch leicht, dass die Grössen r’, r” unab- 
hängig von r,, r, aus 


Se (F. 30) 
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bestimmt werden können, einer Gleichung, welche aus Sro — 0 
und (F. 23) hervorgeht. 
160. Dem Vorhergehenden entsprechend wollen wir die den 
Brennpunkten zugehörigen Werte von » mit w, ®" bezeichnen. 
Die Brennpunkte sind nur reell, solange 
(r, — r,)” > 4S°r8, 
das heisst, so lange die halbe Distanz zwischen den Grenz- 
punkten grösser ist als die Projection des Vektors $ auf den 
ersten Strahl. Findet Gleichheit zwischen diesen Linien statt, 
ist somit 
(r, — r,)” = 48°r9, 
so fallen die beiden Brennpunkte zusammen. 
Die Brennpunkte sind schliesslich mit den beiden Grenz- 
punkten identisch, wenn 
Do). 
Der Mittelpunkt des Strahles kann leicht dargestellt werden. 
Nach dem Vorhergehenden erhält man für denselben 


Ik ” 
ecke 


und der Wert von r, + r, ist unmittelbar der Gleichung (F. 16) 
zu entnehmen, welche in entwickelter Form geschrieben für 
den jetzigen Fall lautet, 
2ST9, T— (a, +87, )r  r=0 ...(F.31) 
Somit ist 
R=0 ir, + SO)... +: (F. 32) 
Die Strecke zwischen den Grenzpunkten hat die Länge r,—r, , 
diejenige zwischen den Brennpunkten ist r! — r”. Nun ist jedoch 
(r — fr") = (r + r")? — Ar'r" 
=(r, 4 r,)” — 4(r,r, + S?r8) nach (F. 26) 
—=(r, — r,)” — 4S°’r9, 
somit ist stets 
n—nDr —r, 
oder der Mittelpunkt des Strahles liegt den Brennpunkten näher 
als den Grenzpunkten, es sei denn, dass diese Punktepaare 
zusammenfallen. 
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161. Es ist nun auch weiter leicht die Fokalebenen des 
Strahles anzugeben. Dieselben enthalten nämlich die den 
ersten Strahl durchschneidenden Strahlen, somit nach (F. 9) 
die Vektoren @, « und ihre Gleichungen sind daher 

Sp — e)rw —=0, S(p — v)ro” — 0. 

Die gegenseitige Beziehung, welche zwischen den Fokalebenen 
und den Hauptebenen besteht, tritt in merkwürdiger Weise 
hervor, indem man die Operatoren vergleicht, wodurch die Vek- 
toren @', @, @,, @,, welche in jenen Ebenen enthalten sind, 
aus dem Vektor r erhalten werden; wir führen dieselben hier 
nochmals vor 

oa. —= U, -+r)r, 
Ir SER EL ER (F. 33). 

Man kann leicht den Satz beweisen, dass die Ebene, welche 
den Winkel zwischen den Fokalebenen halbirt, mit derjenigen , 
welche die nämliche Eigenschaft in Bezug auf den Winkel 
zwischen den Hauptebenen hat, zusammenfällt. Wendet man 
nämlich die erste der Gleichungen (F,. 24) auf die beiden Vek- 
toren @', ©’ an, so erhält man durch Division der dadurch sich 
ergebenden Relationen 








r, — r So,w Std  Sw,@ 
ST Sw,o" wr r, —r" Soa” ’ 
oder 
Swo,o Sw,w 








So,0” Sao” ’ 
wenn man auf die Werte von r', r” aus (F.27) Rücksicht 
nimmt. Weil aber jeder dieser Brüche dem folgenden gleich ist 
V So,0 + Sta,w' 
Va + Ban” 
dessen Wert gleich Eins ist, so erhält man 





Su, — Sw,w", 
und hiermit ist der obige Satz bewiesen. 

Aus den Gleichungen (F. 24) können nun noch weitere Rela- 
tionen hergeleitet werden, welche zwischen den Entfernungen 
der Brennpunkte und Grenzpunkte und den durch die Fokal- und 
Hauptebenen eingeschlossenen Winkeln bestehen. Es folgt aus 
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denselben nämlich, wenn man sie auf den Vektor anwendet 
und die erhaltenen Resultate dividirt, 
? r,— r 
So, w Een 
Faw rn. —r 
wenn B, der Winkel ist zwischen @, ®,; somit 
Fa: a 
VE er i3 : LK 
cosB, — 1% l ‚sinB, = Waren 
21T, 117 
In derselben Weise erhält man, wenn D, den Winkel zwischen 
@", ®, bedeutet 


„ 
r' —r 
c08 BD, — yAeee i er — ia = 
n—r, n—r, 


und, wenn noch der Winkel zwischen », ®” oder zwischen den 
Fokalebenen mit W, bezeichnet wird, 


r an 2570 

















. (F. 34) 


sin W, = sin(B, — B)=, = 

162, Wir wollen nun weiter den Ort der EITERERD. und 
der Brennpunkte sämtlicher Strahlen bestimmen. Wählen wir 
zum Beispiel den Ort der ersteren , so hat man die Gleichungen 

x«=0--ıT, 
Sta t+nr=0, 
zo ah. a.H;e. 

Zwischen denselben und einer anderen, welche den Ort des 
Punktes so bestimmt, müssen nun die Grössen r, co, r eliminirt 
werden. Diese letzte Gleichung kann aber nicht willkürlich 
gewählt werden; weil wir nämlich die Annahme gemacht 
haben Tr=1, so folgt aus (F. 1) 

(Fo +tafoe ta, Ffo”’=—1..... (F. 35) 
Diese Fläche ist somit als der Ort des Punktes « zu betrachten. 
Aus der Relation 
Stdr = 0 
folgt die andere 
| Sto!de = 0 oder SdtP!)'r = 0. 
Demnach fällt der Vektor (®-!)'r mit der Normale zur Fläche 
(F. 35) zusammen. 
In derselben Weise erhält man die Gleichung der Brennflächen 
16 
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des Strahlensystems. Auch die Mittelfläche des Systems, der Ort 
der Mittelpunkte der Strahlen, kann durch Elimination von e, r 
zwischen (F. 32), (F. 2), (F. 35) gefunden werden. 

163. Wir kommen jetzt zum wichtigen Begriff des Dichtig- 
keitsmasses des Systems. Zur Berechnung desselben in dem 
willkürlichen Punkte o des Strahles denken wir um diesen 
Punkt auf der Fläche (F. 35) eine unendlich kleine geschlossene 
Curve construirt und bestimmen die Schnittpunkte der durch 
die Punkte des Umfanges dieser Curve gehenden Strahlen des 
Systems mit einer zur Richtung des ersten Strahles senkrechten 
den Punkt v enthaltenden Ebene. Sodann denken wir aus dem 
Centrum einer Einheitskugel Radien, parallel zu jenen Strahlen 
des Systems gezogen. In der Ebene und auf der Einheitskugel 
erhält man sodann auch unendlich kleine geschlossene Curven, 


welche Flächen / und /, begrenzen. Der Bruch A ist das 


Ti 

Dichtigkeitsmass im Punkte vo. 

Wenn s-+de ein Punkt der Curve auf der Fläche (F. 35) 
ist, so gilt es zunächst den Schnittpunkt der Geraden 

e-+ det y(r dr) 
mit der Ebene 
S(p — s)r = 0 
zu bestimmen. Man erhält sodann 
e+de + rSrd=o— rVTde, 

wenn unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung nicht berück- 
sichtigt werden. 


Dem Linienelemente — rVrds in der durch vr gehenden 
Ebene wird nun das Element dr auf der Einheitskugel ent- 
sprechen. Dem Flächeninhalt zwischen — rVrds, — rVrös 


entspricht somit derjenige zwischen dr=O-!dse, dr = D-1dr. 
Setzen wir 
A=TV.(rVrde) (rVrös), A’ = TVarör 
oder nach Transformation des ersteren Ausdrucks 
A = Srörde, N = TVaror, 
so ist a das Verhältniss der Flächeninhalte correspondirender 


A 
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Sektoren der Ourven in der Ebene und auf der Kugel. Nun ist 
jedoch 
A __ Sröcde StDörddr 
N TVarsr  TVdrdr 
28.701 Vdrör 


= — — , 


TVdrör 


wenn x wieder die gewöhnliche Bedeutung in Bezug auf die 
Funktion ® beigelegt wird; hierbei ist der im Art. 159 der 
Theorie bewiesene Satz in Anwendung gebracht. Somit ist 
weiter 





A = — 2STO I UVdrör = — xSrO Ir. 


A 


Für je zwei .correspondirende Sektoren ist daher das Ver- 
hältnis der Flächeninhalte constant, sodass wir unmittelbar für 
das Dichtigkeitsmass D die Formel hinschreiben können 


Man kann nun leicht den Satz beweisen, dass die Grösse 
ni dem Produkte der Entfernungen der beiden Brennpunkte 
von dem Punkte o gleich ist. 

Nach Art. 153 genügen diese Entfernungen r’, r” nämlich 
der Gleichung (F. 30) 

Sr) 7=0, 
oder 

Std Ir — r(&, + Star) — r—0, 

sodass man erhält 

Pas IE SDDE ln en (F. 37) 
Sind nun w, » zwei Vektoren senkrecht zu r, so ist 
S, Vo’w' vVowodw" 

NVow" 
EN Sad a" Sa" Bi Sad ww" a" 
wi NVow" 
So Do SD" 2 So Du So" Dw” 
NVww" 


«Std! = 


nach (c. 52) 
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Sr VOw'dw" 
DE 
= aSto Ir y 
somit ist 
gi 
D— ze a (F. 38) 


wie zu beweisen war. 

164. Wir wollen jetzt den Drehungswinkel eines zwei- 
ten Strahles + dr gegen den ersten für die Strecke ab be- 
stimmen. Es ist dies der Winkel der Normalen, aus zwei Punk- 
ten des zweiten Strahles auf den ersten gefällt, wenn letzterer 
in den Punkten a, b getroffen wird. Sind 

o+ 2,7, cs + zT 
die Vektoren der Punkte a, 5b, 
e+ de +y(r+dr), oe +de-+y,(r-+dr) 
die Punkte auf dem zweiten Strahl, aus denen die Senkrechten 
gefällt werden, so muss die Strecke 
ds + y,(r + dr) — z,r 

senkrecht zu r sein; somit 

Sr[de + y,(r + dr) — az, 7])=0, y =«, +4 Srde. 
Die beiden Normalen sind daher 

a,dr — rVrde, a,dr — rVrde, 

und die Tangente des Winkels zwischen denselben ist 
TV(x,dr — rVrds) (x,dr — rVrde) 

S(#,dr — rVrds) (z,dr — rVrde) 

Führt man nun wieder die in (F.8), (F. 9) angegebene Be- 
zeichnung ein und beachtet, dass 


2,0 — "VrGo—=(P+x)a + rSstp + x) ® 
= — rV/r(® +2), 

so entsteht nach einer kleinen Transformation 

SP + x) @(® + %)® 
8./r@ + x.) Vr(D + ©,)w 
Führen wir weiter die Voraussetzung ein, dass die Punkte a, 
b mit den Brennpunkten des ersten Strahles zusammenfallen , 
so haben wir nur in dieser Formel x,, &, durch r', r’ zu er- 


wW= — 


wW=— . 0801239) 
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setzen. Es lässt sich sodann zeigen, dass das Resultat von » 
unabhängig ist. 
Setzt man nämlich, was offenbar gestattet ist, 
= Um Sim zu lee ee (F. 40) 
und beachtet, dass nach (F. 28) 


T= Up + ro = U + r")w” 


so sind die Gleichungen 


(P+ r)o =ur + z(r — rw”, 
(D + ro = ur — y(r! — rw’ 
gültig, wo u eine Skalargrösse ist. Der Nenner des Ausdrucks 
(F. 39) geht sodann für diesen Fall über in 
— yelr! — r’)Sww". 
In gleicher Weise wird der Zähler des Bruches für i9 W 
— So +7 )o(D + 7)a 
= yz(r — r’)’Sw' or 
= — yz(r — Fr TVow", 
sodass man schliesslich erhält 
1 W = — EN Ne 
a @ 
Wir haben daher den Satz erhalten: Der Drehungswinkel für 
die Strecke zwischen den Brennpunkten eines Strahles hat für 
alle unendlich nahen Strahlen denselben Wert, nämlich denjenigen 
des Neigungswinkels zwischen den Fokalebenen des Strahles. 
165. In dem allgemeinen Falle, wo x, und x, noch willkürliche 
Werte haben, wollen wir für z, Null setzen, d.h. den Dreh- 
ungswinkel längs dem Strahle wollen wir von dem Punkte 
aus messen. Es entsteht sodann aus (F. 39) 
2,ST@Dw 
2,SoPo + V?roa ' 
und wenn hierein der Wert von » aus (F. 40) eingetragen wird 
ER SAHNE NN. Be (F. 41) 
z,yelr — r')TVow" 
a,|[y?r + 2°’ — yzlr! + r"’)S@o"] — (y?r? + 227 ?— 2yar'r' So o")' 
Nun wollen wir weiter den Winkel einführen, den die Nor- 


wWW= 
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male zum ersten Strahle im Punkte « mit der Normale zur 
Halbirungsebene des Winkels zwischen den Fokalebenen bildet, 
d.h. den Winkel zwischen den Vektoren — r Vrow und » + w”, 
oder zwischen — (yr'® + zr'®”) und (w + w”). Bezeichnen wir 
diesen Winkel mit h, so ist 
Pe TV(yr® + zr w)(e@ a”) _zr’—yr , W 
9 S(yr'o + zr’a”)(# +o) zr’tyr ro 
wenn, wie im Art. 161, der Winkel zwischen w, ©’ gleich W, 
gesetzt wird. 
Hieraus folgt nun leicht 
z _ r sn4W,+h 
ar 7” sin W, — h)' 
und dureh Substitution dieses Wertes in (F. 41) 
&,(r — r") (cos2h — cosW 0) 
arrsinW,+ x, [(r! + r)sin W, + (r! — r”)sin 2%] 
Löst man nun x, auf und beachtet, dass nach (F. 34) 
r — r'=(r, — r,)sinW,, 28r8 = (r, — r,)cosW 


so erhält man 


Fan za 


KH Zrr"sin W F.49 
Kar (r, + r,)sinW + 2Srdcos W—(r,—r,)cos(2h+ W) ne 


Dieser Ausdruck lässt sofort erkennen, dass x, einen Maxi- 
mum- und einen Minimumwert erreicht bei constantem Dreh- 


ungswinkel W, wenn 
W 
cos(W.-F24)— 1, h=—- +7 

Es eibt somit für jeden Wert von W zwei unter sich recht- 
winklige Normalen im Punkte r, denen zwei bestimmte Strahlen 
des Systems entsprechen, derart dass die Strecke auf dem 
ersten Strahle, längs welcher ein gegebener Drehungswinkel 
sich vorfindet, eine Maximum- oder Minimumlänge hat. Für 


die Länge dieser Strecken findet man 


BR rr"sın W | 

2  MsinW + SröcosW — D’ 

> a De » (F. 43) 
2 T MsinW + SrdcosW-+D’ 


wenn man die Entfernung des Mittelpunktes des Strahles vom 
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Punkte s mit M und die halbe Distanz zwischen den Grenz- 
punkten mit D bezeichnet. Die Bedeutung der Grösse Srd kann 
dem Artikel 154 entnommen werden. Schliesslich ergibt sich 
sodann noch die Relation 








2 Se) 
N Rn (F. 44) 
dy 22) 22) 
wenn gesetzt wird 
W 
g=h-+ CR 


Zwischen den Maximum- und Minimumstrecken und einer be- 
liebigen anderen Strecke, denen sämtlich eine gegebene Drehung 
W entspricht, besteht demnach eine einfache Relation von be- 
kannter Form. 

166. Kehren wir wieder zur allgemein gültigen Formel (F. 39) 
zurück. Wenn die Werte von » und W gegeben sind, d. h. 
wenn wir einen bestimmten Drehungswinkel eines festen Strahles 
gegen den ersten Strahl ins Auge fassen, so kann die Strecke 
auf dem ersten Strahle, für die jener Drehungswinkel existirt, 
verschiedene Werte erhalten, indem x,, x, in (F. 39) variabel 
sind. Fragen wir nun, wann x, — x, einen Maximum- oder 
Minimumwert erhalten wird. Differentiirt man (F. 39) bei con- 
stantem W und » und setzt nachher 

d(z,; — %)=0 oder da, =da, 
so entsteht die sehr einfache Gleichung 
Sa(2Dd + x, + ,)e =0, 
oder 
2 7 2, = 2Sa0da = 280,8 . ... (F. 45) 

Diese Gleichung mit (F. 39) zusammen bestimmt die ge- 
suchten Werte von x, und z,. In (F.45) liegt aber ein Satz 
enthalten, nämlich: die Mitte der Maximal- oder Minimalstrecke, 
für die ein fester zweiter Strahl einen bestimmten Drehungs- 
winkel gegen den ersten Strahl ergibt, fällt mit dem Fuss- 
punkte der kürzesten Entfernung der beiden Strahlen zusammen. 

Mehrere ähnliche Betrachtungen könnten noch an die Glei- 
hung (F. 39) geknüpft werden; doch müssen wir uns mit den 
hier mitgeteilten begnügen. 

Es erübrigt noch zu erwähnen, dass das Strahlensystem die 
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Normalen einer Schaar von Flächen beliebiger Ordnung dar- 
stellen wird, falls der Vektor r die Eigenschaften des Vektors 
v, die wir im vierten Abschnitte erörterten, hat. Es erfordert 
dies nur, dass das Differential Srds integrabel sei, es sei denn 
unmittelbar oder mittelst eines skalaren Faktors. Diese Be- 
dingung wird somit nach Art. 98 durch die Gleichung 
SrVr=0 
ausgedrückt. | 


ANHANG. 


DAS PRINCIP DER DUALITÄT. 


167. Bisher haben wir fortwährend vorausgesetzt, indem 
wir die Hamıtrton’schen Anschauungen festhielten, ein Vektor 
stelle einen Punkt dar. Man kann jedoch auch irgend eine 
andere Annahme machen und wir wollen eine derselben in 
diesem Abschnitte näher untersuchen. 

Setzen wir fest, dass der Vektor x eine Ebene darstellt, 
welche durch den Punkt ax! senkrecht zur Richtung von x 
gelegt wird, wo a einen beliebigen aber constanten Skalarwert 
haben kann, so kann nur eine Unbestimmtheit eintreten in den 
beiden Fällen, wo die Ebene den Ursprung der Vektoren ent- 
hält oder ins Unendliche rückt. Im ersteren Falle muss 7x unend- 
lich gross sein, im letzteren verschwinden. Wir wollen des- 
halb für einen Vektor von bestimmter Richtung Ux mit unend- 


oo 
lichem Tensor das Zeichen wählen &, für einen Vektor aber 


mit verschwindendem Tensor das Zeichen V. In dem letzteren 
Falle braucht nämlich die Richtung des Vektors in Überein- 
stimmung mit den üblichen Anschauungen der analytischen 
Geometrie, wonach sämtliche Punkte ins Unendliche in einer 
einzigen Eibene enthalten sind, nicht erwähnt zu werden, 
Hiermit steht somit die Hamıtton’sche Auffassung, der Versor 
eines Nullvektors sei unbestimmt, im Einklang. 
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168. Nach diesen Voraussetzungen fragen wir zuerst nach 
der Art des von der Gleichung 
S(p —.2) B==0 2... rn (G.1) 
dargestellten Gebildes. Wählen wir einen Wert von p, welcher 
dieser Gleichung genügt, so ist 
S(® — app =0 oder Spy=a...... (G. 2) 
die Gleichung jener Ebene 7, wenn » der veränderliche Vektor 
eines Punktes ist. Nimmt nun p sämtliche der Relation (G. 1) 
genügende Werte an, so enthalten alle Ebenen (G. 2) den Punkt 
aß 
Saß’ 
wie man sich leicht überzeugt durch die Substitution dieses 
Wertes für ©. Man kann demnach sagen, die Gleichung (G. 1) 
stelle diesen Punkt dar. 


Setzen wir 
aß 
S2ß Fer 
so ist 
Spy = & 


die Gleichung des Punktes mit dem Vektor y. Ins besondere, 
wenn wir annehmen « sei das Symbol für eine Ebene, welche 
in dem Punkte, dessen Vektor 2! ist, senkrecht zu « gebracht 
wird, so ist 
Sß=1 
die Gleichung des Punktes, dessen Vektor & ist. 
Wir untersuchen nun weiter die Gleichung 
Sp — @)B + 28 — JB, —0. 
Dieselbe stellt offenbar den Punkt dar, dessen Vektor ist 
aß + =B,) 
Saß +- 252, ß, 
Nimmt man an, dass die Relation 
Saß = Sa, ß, 
stattfindet, so ist (G. 3) der Vektor eines Punktes R, welcher 
auf der Verbindungsgeraden der beiden anderen P, Q oder 
ae a 
Saß' Szß, 
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enthalten ist und die Strecke zwischen denselben so teilt, dass 


EL It En ee ee (G. 4) 
Man kann demnach allgemein sagen, die Gleichung 
HB) HEAÄSh —0) .-:.... (G. 5) 


stelle einen Punkt A dar in der Verbindungsgeraden der Punkte 
rst)e0den 
SB =c, Spß, = ec 
und zwar den Punkt, für welchen die Relation (G. 4) gültig ist. 
Wenn nun x alle Skalarwerte durchläuft, so ist (C.5) die 
Gleichung einer Geraden, nämlich der Verbindungsgeraden der 


aß ap, 


Punkte mit den Vektoren STURD; ‚ deren gewöhnliche Glei- 


chung ist 
ie) oder Vlep — aß) (ß — A) = 0. 
Wir können aber auch die Gerade als Schnitt der beiden 
Ebenen #, ß auflassen; und weil 
Spe=a, Sıß= a 
die Gleichungen jener Ebenen u so ist 


p=xVaR a oe 


die Gleichung der durch die Ebenen x, 8 bestimmten Gerade. 
Fragen wir noch weiter, welcher Ort durch die Gleichung 

Vor — a)” =0 oder p=a2-+xß 
dargestellt wird. Eine der in derselben enthaltenen Ebenen hat 
die Gleichung 

Swp=a oder So(& + zß)= a, 
und man hat die Enveloppe derselben bei veränderlichem x zu 
suchen. Dieselbe ist aber offenbar die Durchschnittgerade der 
Ebenen mit den Gleichungen 

Sox=a, Sß—(, 


deren Vektoren «, ß sind. 
169. Im allgemeinen, wenn 
Ile ee (G. 6) 
eine beliebige Skalargleichung ist, welcher der Vektor p genügen 
muss, so hat man es bei den hier auseinandergesetzten Prin- 
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cipien mit der Enveloppe der Ebene 

Sup = a 
unter der Bedingung (G.6) zu tun. Dieses Problem stimmt 
aber für negatives «a mit demjenigen des Artikels 36 überein, 
nämlich die Reciprokalfläche der Fläche mit der gewöhnlichen 
Gleichung (G. 6) in Bezug auf eine um den Ursprung der Vek- 
toren mit dem Radius V Ta beschriebene Kugel zu finden. 

Dieselbe Interpretation bleibt aber natürlich auch gültig für 
den Fall, wo die Gleichung (G.6) eine Vektorgleichung für 
p ist. 

Man kann daher auch in der Theorie der Quaternionen jeder 
Gleichung eine doppelte Deutung beilegen, je nachdem man 
den veränderlichen Vektor als einen Punkt oder als eine Ebene 
betrachtet, was darauf hinauskommt, dass die beiden so er- 
haltenen Figuren reciprok zu einander sind in Bezug auf eine 
feste Kugel. 

Hiermit ist nun das Dualitätsprineip in die Theorie der Qua- 
ternionen aufgenommen. Wir wollen bei demselben nicht lange 
stehen bleiben; nur ein einziges Beispiel sei gegeben, dass die 
vorhergegangenen Gleichungen sich in dem bekannten Sinne 
unmittelbar übertragen lassen, wie aber von vorn herein selbst- 
verständlich ist. Ist (G. 6) die Gleichung einer Fläche, so ist 

So —pw=0 ..... 2220. (G.7) 
wo v durch die Relation 
dFp = Svdp 
definirt wird, die Gleichung des Berührungspunktes der Tan- 
gentenebene 7. Man findet nämlich diesen Berührungspunkt 
als Schnittpunkt der Ebenen mit den Vektoren 


pr ptado, ETF YR: ern. (G. 8) 
wo zw, y sehr kleine Skalarwerte haben. Die Gleichungen dieser 
Ebenen sind nach dem Vorhergehenden, wenn co ein veränder- 
licher Vektor ist, 

Sop—=a, So(p—+t vd) =a, So(p + ydp) — a. 
Für den Schnittpunkt o ist daher 
Sep=a, SsSsh—=V, Scp=(0, 
somit 





Nun ist jedoch nach dem Vorhergehenden 
Sur = a 
die Gleichung des Punktes mit dem Vektor v, d. h. des Be- 
rührungspunktes. Derselbe wird somit, wenn wir den Wert von 
o aus (G. 9) einführen, dargestellt Jurch | 
Sl — )VaH=0........ (G. 10) 
Weil aber die Ebenen (G. 8) der Fläche (G. 6) angehören, so ist 
Sıhp=0, Vp—t, 
oder 
v— x Vdpöp. 
Die Gleichung (G. 10) ergibt daher für den Berührungspunkt 
die in (G. 7) erwähnte Beziehung. 
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ZUSATZE UND BERICHTIGUNGEN. 


Seite 4, Zeile 17 von oben, lies OU statt OB, OB’ statt OU. 

„12, „ 13 „unten, im Nenner des Bruches dies c+a 

statt c+ a. 

„ 15: Die Oonstruction des Punktes A aus den gegebenen 
Punkten A’, B’, C’ erhält allerdings eine mehr sym- 
metrische Gestalt, wenn aus der Gleichung für 
(Zeile 13 v. 0.) die Grösse & — p, bestimmt wird, 
wodurch sich ergibt 

1-49g)l& = 1-45) Am) GH) —P3)- 
Bei den speciellen Annahmen q, =g,=g,—=g, wird 
sodann erhalten 
2AA=AU+gCB. 
Beschreibt man daher ein gleichseitiges Dreieck O’PPB’ 
und zieht noch A’P, so ist der Punkt A die Mitte 
dieser Geraden. 
„ 18, Zeile 15 v. u., lies Dreiecks statt Dreieks. 


„ 10, „ 3 V.0.), „ YETEn% „ ad, 
—l —1 


„28, „ 13v. u, ,„ allgemeinen „ allgemeine. 

„ 31. Die im letzten Teile des Artikels 16 angestellte Be- 
trachtung kann noch weitergeführt werden. 
Dass die Gleichung, welche x bestimmt, stets drei 


Seite 33, 
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positive Wurzeln hat ergibt sich folgendermassen. 
Man setze 
Ha) = (1 + a* — 2)” — k’(a? — )?, 
so ist /(0) negativ, (a?) positiv, /(l-+ a’) negativ, 
/®) positiv. Bezeichnet man daher die drei reellen 
Werte von T(® — x) der Reihe nach mit z,, t,, t,, 
so gilt die Ungleichheit 
Dt Ga it, 200 
Für To — «)=1t, ist 
l1+a+(®— e)”’>0, a +(l@— x)” >0, 
somit fällt &— x der Richtung nach mit @, — & 
zusammen. Das Nämliche gilt für To — «)=t,, 
weil sodann 1a? + (» — «)’ und a? + (w — a)? 
zugleich negativ sind. Für T(oa — 2)=t, gilt aber 
l+a+(w— oe)’ >0, a +(w — o)’<N0. 

Man kann deshalb stets zwei Inversionscentra P,,P, 
finden, aus denen eine beliebige Kugel, deren Cen- 
trum A im Punkte & sich befindet, in eine um a, 
beschriebene Kugel invertirt wird und die mit z, an 
der nämlichen Seite des Punktes x liegen, während 
das dritte zu jenem Zwecke dienliche Inversions- 
centrum P, zur andren Seite liegt derart, dass AP, 
stets zwischen AP, und AP, enthalten ist. 
Zeile 5 v. u., bes 2 —w statt a, —@. 

„Lv u,-, =Tolgenden@,#r Holrende. 

„414v. u, im Nenner des Wertes für  — a, 





lies y— y? statt 4° — Yı 


„IL vu, bes’von‘ statt ‘van. 
„13v. u, ,„ zu einander siatt einander. 
„.4mUu, „- sein somit „ somit. 


RT RUN Sea sta 
Die Elimination der Grösse r aus der Gleichung (C. 5) 
kann auch einfach durch Operation an dieselbe mit 
S.(®r + e) stattfinden. 
Zeile 7 und 8 v. u., lies Durchschnittsgerade statt 
-geraden. 


»„ 6 v.u. bes Se’(De't-2e) + a statt Sc'(Do+-2e)-ta. 


Seite 


„ 


88, Zeile 


101, 
102, 
102, 
102, 
103, 
107, 
114, 
115, 
126, 
126, 
126, 


128, 
131, 
132, 
135, 
146, 
149, 
156, 


157, 


161, 
162, 


163, 


168, 


164, 
168, 
169, 
172, 
1754 


Er 


2 
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DIV AU Sales ran statt. 20. 
LO Em sran 
1v.o., „ welcher statt welche. 
Mavasu., #8 (0.64) „e (0.67). 
SEV EURE aRrlcz 46, „s. (6746). 
1a 7,0 (G. 64) (W067): 
1a N 1 BR, 
YREy OA 1 22x % Veda. 
Deu. ‚0, we RR or: 
SV ORRELSUD SURDp!: 
BE OLD Sl oDpN. 
3 NO ERS 0 Va.) a Saloon und 
SU One m Ss UhdT: 
Vu »  1—.a. 
8 v. u., Anfang des Artikels 88. 
TORSRUNT tes Sp ar statt non. 
15V. Rz ori la iart, 
ala Mg zu 1, Mio 1-20, 
DEV OA 20 en ak 
vo, „ VelYia At af, + 2,F,)g} 
statt VoVg(@ 1 0,F,-t a,F,)g. 
6 v.u., lies F(TVapr, S.2Upr) statt FITVxr. 
Sa U%). 
16 und 20 v. o., lies V.dpVvr, statt dpVva.. 
7 v. u., lies die soeben erwähnte Beziehung, 
statt (D. 63). 
AN os (165) "statt (Dr66). 
Au: v Et Y gan 
ra drdzue & '929y' 
15 v. u., ,„ werden » werde. 
II vu. rc hl. 
GSTR.0,,n 504 NEO: 
LOSve ur, Dur, BRo 00% RS 02. 
ll v. u.: Die hier geschriebene Gleichung ist 
mit (D. 105) zu bezeichnen. 
3 v. 0.: Die hier geschriebene Gleichung ist 


mit (D. 113) zu bezeichnen. 


Seite 175, Zeile 


180, 
181, 
182, 
184, 
184, 


185, 


187, 
196, 
199, 
200, 


209, 
215, 
216, 


218, 
219, 
224, 


225, 
228, 


TTS u, lies 
IBxw. ul 
ZUVSRRETER, 
JAyiEn. Go, 
Aveo 
Day. ausm 
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a4 a2 

c statt € 

D, 130. 8°'statt” Dan: 
116 Rn ur 
Da 317, REDalan 
Arl3l»,abArb18 


Anfang der zweiten Seite dieser 


Gleichung ist eine eckige Klammer weggelassen. 


m 
2 v.u., lies N) statt ( Be 


vr 0 

BL yaDeue 
ARY OH 

IL Fv320,,.8, 
LA vor 
102v 20.0090 
14 v u 
Desarur 

15 San 
19 und 20 v. 


v MER. 


Pl Se RN] 

ersieht „ .ersicht. 

die „diese. 

dh) ee 

(Itamg)” Ne) 

Fläche ». =Elache: 

das zweite Mal (E. 76) statt 
(B. 77). 

Dywestatte Wr. 

85 eier 


0., lies: so ist die Torsion, d.h. 


der reciproke Wert des Torsionsradius, für diese 
Curven gleich u. s. w. 


95 virol es 9) 


Dave u... er 


statt (E. 101). 


E Zap x2Tdp 


To: „ 
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BERICHTIGUNGEN UND ZUSATZE 


ZUR, 


THEORIE DER QUATERNIONEN. 


Seite 16, Zeile 12 v.o., lies: die Gesamtheit, statt: das 
Complex. 


Seite 52, Art. 48. Die im Anfang dieses Artikels für das 
Produkt dreier oder mehrerer Quaternionen gegebene Definition 
kann nur in speciellen Fällen Anwendung finden. Im allge- 


meinen kann die Grösse gg’g” als das Produkt des Quaternionen 


gg’ mit g definirt werden, eine Betrachtungsweise, welche 
tatsächlich schon im Art. 49 angewandt ist. 


Seite 61, Art. 52. Hier kann die Formel hinzugefügt werden 





Es ist nämlich 
122 = ( je ) nach (db. 65 
q gg" q q g" ’ ( ) 


— (gg) en ‚ nach (b. 59) 








" 


— nz ‚ nach (b. 65). 


2 


Seite 83, Die erste Seite der Formel (b. 146) muss g’g heissen. 


Seite 88, Zeilen 3, 4, 6 v.u. Hier ist überall BB, durch 
B,B, B’B,' durch B,'B’ zu ersetzen. 


Seite 90, Art. 73. In diesem Artikel sind durch ein Versehen 
zwei Sätze fehlerhaft dargestellt. Im Folgenden ist der ganze 
Artikel aufs Neue abgedruckt; auf den weiteren Teil der » Theorie’ 
ist dies jedoch ohne Einfluss gewesen. 

Art. 73. Proportionen mit Quaternionen. Wenn wir 
vier Quaternionen g, g,g',g‘ wählen, die der Relation genügen 
odlerses= Fra (d. 171) 

TEREET 


/ 





aıdagig' 


so sollen dieselben proportional genannt werden. 
„ 


Weil g und 3 Quaternionen sind, so kann nach Art. 29 


die Beziehung (d. 171) nur stattfinden, falls 
17 T3 oder nach (5.69) Tg: Ty = Tg": Tg" . (6.172) 





m 
und 


un — U2 oder nach (b.70) Ug: Ug = Ug": Ug". (b. 173) 


Mt 


Wir wollen uns in diesem Artikel mit einigen wenigen 
Eigenschaften dieser Proportionen beschäftigen. 
Nach (5.72) in Verbindung mit dem Satze: wenn g=4g), 


so ist auch 2 folgt aus (d. 171) unmittelbar 
q 


A, wenn 2 au7 N I (b. 174) 
q q q 

Öperirt man nun an diese Gleichung mit dem Symbol X, 
so wird nach (b. 54), (bd. 15) erhalten 


AR 1 


Kol Rene 
und indem mit Kg und durch m multiplieirt wird 
Kg Kg 


KT rg" 


oder 
Kg: Kg’ = Kg: Kg", wenn g:d! =g':g". (b. 175) 
also in Worten: Bei einer Quaternionenproportionen können 
die beiden mittleren Quaternionen umgetauscht werden, wenn 
man zugleich alle Quaternionen durch ihre Conjugirten ersetzt. 
Der nämliche Satz gilt auch für die Umtauschung der beiden 
äusseren Quaternionen. 

Hat man es in der Proportion nur mit rechten Quaternionen 
zu tun | 
ee 
so sind nach dem Vorhergehenden und nach (b. 74) die beiden 
mittleren oder die äusseren Glieder ohne Weiteres commutativ. 
Dasselbe gilt natürlich auch bei der Proportionalität von Vektoren. 

Dividirt man die beiden Seiten der Gleichung (d. 175) durch 
die der nachstehenden 
Ng:Ng’ = Ng :Ng" 
und beachtet (5. 24*), so entsteht dadurch 
N =- ER wenn g’g-—=g.g" . 20. (6.176) 
IT 144 
oder in Worten: Bei einer Quaternionenproportion können die 
beiden mittleren Quaternionen umgetauscht werden, wenn gleich- 
zeitig alle Quaternionen durch deren Reciproken ersetzt werden. 
Aus einer gegebenen Proportion g:g’=g’:g" kann man 
eine jede der Grössen auflösen, und zwar geschieht dies wie 
nachstehend : 


„ „ 


„ 1 
Aus, — Z, fol 7 (1, oder 9; et 
q q 3 g? q q 7171 q q 


oder schliesslich 


„ 


q = 7 WERTE tern. (d. 177) 
Aus (b. 174) folgt in derselben Weise 


eh wenn gg =g:g....- (b. 178) 
Ebenso findet man 


(= 7 g” und g” — g, wenn g:Y=g':g" . (. 179) 


/ 
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Wir schliessen diesen Artikel und die Betrachtungen über Pro- 
portionen mit der Bemerkung, dass die Proportion 


g . g _ g" . Qi 
auch in andrer Gestalt erscheinen kann. So ist z. B. nach (b. 24*) 
ee 
g Nq' 


und deshalb wird 
gKq Kg" 


ng 
oder auch 
Ng”.gKg = Ng'.g’ Kg" 
und “nn... (0. 180) 
Ng'.gKg a Ng.g’ Kg” 
weil 


Ng : Ng’ = Ng" . Ng”. 


Seite 108, Art. 83. Hier kann noch die Formel Platz finden 
ea ze 
Denn es ist nach (db. 108) 
K." —=(S — V)er = cos (" 2) — £sin (r 5) 


= em, 


Seite 119. Die Formel (c. 52) kann auch wie nachstehend 
bewiesen werden 
S.V2ßVyd—=S.aßVyd, weil Szß.Vyö ein Vektor ist: 
—= 8. V(ßVy>3), weil zS(8Vy5) ein Vektor ist; 
= 8.2(838%y% — ySß3) nach (c. 40) 
— Sa288ßy — Say Sß2. 


Seite 121, Art. 91. Hier kann noch hinzugefügt werden: 
Nach dem Vorhergehenden ist 
g=uwteityjtzk—= Sg — iSig — ISig — kSkq, 
somit, wenn statt qg ein Vektor px genommen wird, 
p= — 1Sip — Sp — kSkp, 
eine Formel, welche auch unmittelbar aus (c. 46) hervorgeht, 
wenn darin &, 8, y durch z, j, % ersetzt werden. 


d 


Seite 153, Art. 111. Ein direkter Weg um zu dem Aus- 
druck für eine konische Drehung zu geraten, ist der folgende: 

Wenn von den coinitalen Vektoren x, £ der zweite einen 
Winkel tr um den ersteren als Achse gedreht wird, so bleibt 
der Oomponent von ß8 längs x, welcher durch 


er Dr Az 
&% Ta 7 


— «5° nach (d. 99) 
—=anıSaß, 


dargestellt wird, ungeändert. Der zu & senkrechte Component 
ß— a !Ssaß—=a!Vxß geht nach Art. 85, wenn T«=]1 ge- 
setzt wird, in «(ß — a1Saß) = a"! Vaß über. Somit ist das 
Resultat 
p= aıSaß + a1 Vaß 
— ala IS + a1 Voß) 


Bi [a ne Lat ee] nach (c.14), (c.'15) 


HR rE bea, De a a ba] 


— «8 cos ( 5) — sin (i 5) 2 | nach (c. 9) 


— «a!ß EX 2) — 2sin (i 3)| 
— «@'ßa' nach (ec. 9). 
Augenscheinlich bleibt dieser Ausdruck ungeändert, wenn 


man die Voraussetzung T«=]1 fallen lässt. Setzt man nach 
Art. 85 @’=g, 80 ist 








Pag” 
der Ausdruck für den Vektor, welcher aus 8 durch eine ko- 
nische Drehung um Az.g, deren Winkel 2 £g beträgt, ent- 
steht. 


Seite 193, Art. 139. Es mag hier noch bemerkt werden: 
Die Funktion 97° wird die Lösung der Gleichung 9% = 8 
sein; denn aus 9 —=38 folgt P=p, PpemTad—=n",. 
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Es ist weiter leicht ersichtlich, dass für ganze, positive 

Werte von k, 2 die Beziehung stattfindet 
(DH) — pH, 
Anstatt der linearen Vektorfunktion ®*p sei bp gesetzt. Wir 
können sodann auch schreiben 
= Yin, 
um zu einer Definition für gebrochene Potenzen des Symbols 
ö zu geraten. In gleicher Weise wollen wir annehmen, dass 
aus dp = yp folgt Pp= vr. 

Auf die Frage, ob bei beliebiger Wahl von Ypr auch stets 
eine lineare Vektorfunktion Y*r gefunden werden kann, sei 
hier nicht eingegangen. 

Weiter sei noch gesetzt 

vp = (drp)”, 


wenn m und n ganze positive Zahlen sind. 
Seite 203, Zeile 10 v. o. lies 182, statt 181. 


Seite 205. Die Gleichung (/. 65) kann noch vereinfacht 
werden. Weil nämlich 


y=— iSiy — j9jy — kSky, 





so ist 
a ln N 

= — iS ( ei _ ne ul 
ıS1y IIY kSky 

ee er 


Seite 205, Zeile 5 v. u. lies Vayß, statt Vaßy. 


Seite 210, Art. 153. Die folgende Bemerkung findet nachher 
Anwendung: Die Hauptrichtungen für die Funktionen Dp, P7!p 
werden stets übereinstimmen. Wenn nämlich die Beziehung 
stattfindet 

1 
p—mp, so ist p=mpTr, Pr——p. 


Dasselbe wird auch für die Funktionen P%, D°p.... gelten. 
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Denn man hat wieder bei der Annahme Yp—=mp, DH =mY = 
— m’p, U.8.w. 


Seite 214, Art. 159. Bisweilen können auch die Ausdrücke 
für die Invarianten z,, @, bei Anwendung der dreigliedrigen 
Grundform benutzt werden. Man findet nach (/.41) für =,, 
wenn statt A, %, v die Vektoren VYy,Y,, VyzY,, Vrıy, ge- 
setzt werden, sodass 

DMr= % 8% 1YaY 35 Dana ON YA 5 dv = ROY YaYz ) 
S(Vy,9; Va,a; + Vy;Y, Vaz&, + VY1r, Va,%,)S? Ur 
er 8.V9,9; Vyarı Pyıra 

— — S(Vy,9,Va,2, + Vy;Y, Vase, + Vy,y, Ve ®,). 

Um x, zu bestimmen, schreiben wir nach (/. 41), (/. 29) 

SADVav + naDVrr + vo Pre) 
“m SARv 
und wählen für A, &, v die Grössen @,, &,, &,, wodurch wir 
erhalten | 
DVuvr=y,Sa,2,%,, DVrr=y,I2 808, , DViAu =Y,S0,0,0; , 
0, = a9, + 89, + 873). 

Diese Resultate bleiben ungeändert, wenn man die Grössen 
& mit den x verwechselt. Somit haben stets die Invarianten 
2, %, 2, für die Funktion ® und deren Conjugirte den näm- 


lichen Wert. 


Seite 217, Art. 161. Die Gleichung (/. 95) muss heissen 
= 3 Vlyıa, I 92%, + Y3%,). 
Für die Grösse öd kann auch der nachstehende Ausdruck ge- 
geben werden 
_ /9aVBy FOEVrat9PrVap) 
2852ßBy 
wo @, ß, y beliebige Vektoren sind. Aus 
pSaßy = aSßyp + BSyap-+ ySxßp 
folgt nämlich 
PasByp TPESYEp T PrSape 
man 0, EEE TE 
Saßy 
und wenn man mit diesem Ausdruck nach (/. 95) die Grösse 
d berechnet, so erhält man den oben geschriebenen Wert. 
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Seite 222. Am Schlusse des Artikels 166 kann noch hinzu- 


Eu positiv, so muss 4 
® 


sein, daher hat man die beiden nachfolgenden Fälle zu unter- 
scheiden | 





gefügt werden: Ist nämlich negativ 


1.20 EINE IR URN 

202, 20 OLE 0 U} 
weil Umdrehung der Zeichen der beiden Grössen =, y zugleich 
oder von ©, , y, keine andere Form für die Vektorfunktion 
ergibt. 


Seite 244, Zeile 5 v. u. lies BSyp, statt BSßp. 


Seite 245. In der Gleichung (/. 212) kann das Zeichen V 
vor dem Bruche weggelassen werden. Eine ähnliche Bemer- 
kung bezieht sich auf die vorhergehende Gleichung und auf 
(f. 220), Seite 247. 


Seite 247, Zeile 12 v. u. Vor: Es muss somit A senkrecht 
zu ö sein, hinzuzufügen: es sei denn, dass p unendlich gross 
wäre. 
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